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Notatki te spisane zostaly na podstawie artykutu [1] oraz ksiazki [2, s.
125-134] prof. Wiadystawa Kulpy.

1 Pojecia wstepne

W tej sekcji zaktadamy, ze cata przestrzenia jest zbior R”, gdzie n > 2 jest

ustalone. Przez (e, ...,e,) oznaczamy baze kanoniczng przestrzeni R". Z
kolei dla kazdego i € {1,...,n} funkcja m;: R® — R oznacza rzutowanie
kanoniczne.

Kostkqg kombinatoryczng' o wierzchotku poczatkowym v € R” i krawedzi

¢ > 0 nazywamy zbidr
C(v,e) :=v+{0,e}".

Sympleksem kombinatorycznym o wierzchotku poczatkowym v € R™ i kra-
wedzi € > 0 zwiazanym z permutacja «: {1,...,n} — {1,...,n} nazywamy
zbior

S(v,e,a) :=420,21, -, 2n},

gdzie ciag (2o, 21, - . - 2n) jest okreslony rekurencyjnie przez wzory
Zg=voraz z; = 21 +€-eqq dlai € {1,...,n}.

Obserwacja 1. Kostka kombinatoryczna jednoznacznie wyznacza wierzcho-
tek poczgtkowy oraz krawed?.

! Autor pozwolil sobie troche zmienié¢ oryginalne nazewnictwo. Oryginalnie kostka kom-
binatoryczna oznaczala obiekt, ktory w tej notatce nazywa si¢ siatkg kombinatoryczng.



Dowdd. Jesli C' = C(v,e) € R™ jest kostka kombinatoryczna, to
e =min{||z —y|: z,y € C oraz = # y}
oraz dla wszystkich ¢ € {1,...,n} zachodzi
mi(v) = minm;[C].
[
Obserwacja 2. Sympleks kombinatoryczny jednoznacznie wyznacza wierz-

chotek poczgtkowy, krawedz oraz zwigzang z nim permutacje.

Dowdd. Niech S = S(v,e,a) bedzie sympleksem kombinatorycznym oraz
(20, 21, - - - 2n) bedzie ciagiem okreslonym tak jak w definicji. Poniewaz kaz-
dy sympleks kombinatoryczny jest zawarty w doktadnie jednej kostce kom-
binatorycznej C(v,e), a kostka wyznacza jednoznacznie wierzchotek po-
czatkowy oraz krawedz, wiec wierzchotek v oraz krawedz € sy wyznaczo-

ne jednoznacznie. Poniewaz dla kazdego i € {0,1,...,n} moc zbioru {k €
{1,...,n}: m(2;) = vx} wynosi n—i, wiec ciag (2o, 21, - - . 2, ) Oraz permutacja
a sa wyznaczone jednoznacznie. O]

Scianami kostki kombinatorycznej C' = C(v,¢) o indeksie i € {1,...,n}
nazywamy zbiory

Co:={reC: mx)=mv)} oraz C; :={x € C: m(x) = m(v) + €}

Sciang o indeksie i € {0,1,...,n} sympleksu kombinatorycznego S =
{20, 21, .., 2n} nazywamy zbioér S, :== S\ {z}.
Obserwacja 3. Sciana kostki kombinatorycznej jest sciang doktadnie dwdch
kostek kombinatorycznych.

Dowdd. Niech C = C(v,¢) bedzie kostka kombinatoryczna, a C? $ciang o
indeksie ¢ € {1,...,n} oraz § € {+,—}. Poniewaz rzut m;[C?] ma albo 2
elementy, gdy j # i, albo 1 element, gdy 7 = i, wiec indeks 7 jest wyznaczo-
ny jednoznacznie (tzn. taki sam dla wszystkich kostek kombinatorycznych,
ktérych C? jest $ciana). Poniewaz dla wszystkich j # i jest

(7] = {m;(v), m;(v) + e},

wiec krawedz € oraz wszystkie wspotrzedne wierzchotka v poza i-ta sa wy-
znaczone jednoznacznie. 7 kolei poniewaz

[ edys=—
mle = {{m(v) Yol ady o=+,
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wiec jedyng inng niz C kostka kombinatoryczng, ktérej C? jest $ciang, jest
Clv+e-e¢e), gdy § =+, oraz C(v —e-¢e;,¢), gdy 6 = —. ]

Obserwacja 4. Sciana sympleksu kombinatorycznego jest $ciang dokladnie
dwoch sympleksow kombinatorycznych.

Dowdd. Niech W = {zo,21,...,2n} \ {2} bedzie $ciana sympleksu kombi-
natorycznego S = S(v,¢e, ), przy czym ciag (zo, 21, - - ., 2n) jest taki jak w
definicji. Niech C' bedzie jedyng kostka kombinatoryczng zawierajaca S. Roz-
wazmy przypadki:

I. i ¢ {0,n}. Poniewaz zp = v oraz z, = v + ¢ - 1, wiec dla kazdego
ke {1,...,n} zachodzi

{me(v), m(v) + e} C m[W] C mi[S] C i [C].

Stad kostka C' jest wyznaczona jednoznacznie (tzn. taka sama dla
wszystkich symplekséw, ktérych W jest Sciana). Oznaczmy

R(w) :={ke{1,...,n}: m(w) = m(v)}.
Dla kazdego m € {0,1,...n} moc zbioru R(zy,) jest réwna n —m. Stad
{0,1,...,n}\{n—i} = {|R(w)|: w e W}.

Oznacza to, ze kazdy sympleks kombinatoryczny, ktorego W jest Sciana,
powstaje przez usuniecie wyrazu o indeksie i. Jedynym innym niz S
sympleksem, ktérego W jest Sciana, jest wiec 8" = WU{z_1+¢€-€q(it1)}-

I1. i = 0. Wowczas W C Cf 1y Niech W C 5" C (7, gdzie 5" jest symplek-
sem kombinatorycznym éinnym niz S) zawartym w kostce C’ takim, ze
Sciana W powstaje z S’ przez usuniecie pewnego elementu. Wéwczas W
zawiera si¢ w pewnej $cianie D kostki C” o indeksie (1) (w przeciwnym
razie W nie mogtby by¢ zawarty w Scianie C;r(l)). Niech m: R® — R"~!
bedzie rzutowaniem, ktére pomija wspétrzedna a(l). Woéwcezas w|[W]
jest sympleksem kombinatorycznym (wymiaru n — 1) zawartym w ko-
stce kombinatorycznej m[Cy )] oraz w kostce m[D]. Stad D = Cy ), a
poniewaz kazda $ciana kostki kombinatorycznej jest $ciang doktadnie
dwoch kostek, dostajemy C" = C(v + € - e4(1), €) oraz

S/ = {Zl, ce ey Zny 2n + £ - €a(1)} = 5(21,8,6),

gdzie f = (a(2),...,a(n),a(1)).



II1. ¢ = n. Analogicznie jak w przypadku II stwierdzamy, ze jedynym innym
niz S sympleksem kombinatorycznym, ktorego W jest Sciana, jest S’ =
{ZO — € €a(n); 20521y - - - 7Zn—1}-

]

Dla kazdego sympleksu kombinatorycznego S = {zg, 21, ..., 2, } oraz in-
deksu i € {0,1...,n} istnieje doktadnie jeden sympleks kombinatoryczny S’
taki, ze W = S\ {z;} jest wspélna $ciana symplekséw S i S’. Sympleks S’
nazywamy i-tym sgsiadem sympleksu S i oznaczamy S[i].

Siatkg kombinatoryczng o wierzchotku poczatkowym v € R”, krawedzi
e > 0 oraz rozpietosci k € N nazywamy zbioér

N(v,e, k) :=v+{0,¢e,...,k-e}".

Scianami o indeksie i € {1,...,n} siatki kombinatorycznej N = N(v,¢, k)
nazywamy zbiory

N :={x € N: m(z) = m(v)} oraz N;" :={x € N: m;(z) = m;(v) + k - €}.

Lemat 1. Zatozmy, ze sympleks kombinatoryczny S o krawedzi € jest zawarty
w siatce kombinatorycznej N = N(v,e, k). Jesli W = S; jest i-tq Sciang
sympleksu S, to i-ty sgsiad S[i| sympleksu S nie zawiera sie w siatce N
wtedy i tylko wtedy, gdy W zawiera sie w jednej ze Scian siatki N .

Dowdd. Ustalmy sympleks S o krawedzi € zwiazany z permutacjg o zawarty
w siatce N = N (v, ¢, k) oraz indeks i € {0,1,...,n}. Oznaczmy W = S; oraz
niech C' bedzie kostka kombinatoryczna zawierajaca S.

Zalozmy, ze W zawiera si¢ w Scianie NJ‘-s dla pewnych j € {1,...,n} oraz
d € {+,—}. Wéwczas i € {0,n} (w przeciwnym razie W nie mégltby zawiera¢
sie w $cianie siatki V). Ponadto jeslid = +,toi =0,ajedlid = — toi =n (w
przeciwnym razie S nie zawiera sie w N). Jest widoczne, ze S[i] nie zawiera
sie w siatce N.

Zalézmy teraz, ze W nie zawiera si¢ w $cianie siatki N. Jesli ¢ ¢ {0,n}, to
sympleks S oraz sasiad S[i] sa zawarte w tej samej kostce kombinatorycznej
C, ktora jest zawarta w siatce N. Jesli ¢ = 0, to Sciana W jest zawarta w
Scianie D kostki C' o indeksie m = «(1), a poniewaz W nie zawiera sie w
Scianie N;f, wiec m,[D] = {m(v) +1 -} dla pewnego [ < k. Jesli i = n, to
Sciana W jest zawarta w Scianie D kostki C' o indeksie m = «(n), a poniewaz
W nie zawiera sie w $cianie N, , wiec m,,[D] = {mn(v) + -} dla pewnego
[ > 0. W obu przypadkach sasiad S[i| zawiera si¢ w siatce N. O]
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2 Twierdzenie Poincarégo

Lemat 2. W przestrzeni metrycznej (X,d) dane sq zbiory zwarte

Ag, Ay, ..., A, takie, Ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje zbior o sSrednicy < e,
ktory ma punkt wspdlny z kazdym A;. Wowczas
N A #0.
0o<ig<n

Dowdd. Rozwazmy funkcje f: Ag — [0,00) o wzorze
f(z) :=max{d(x, Ay),...,d(z,A,)}.

Z zalozenia wynika, ze dla kazdego € > 0 istnieje x € A, takie, ze f(x) < e.
Poniewaz Aj jest zbiorem zwartym, a f jest funkcja ciagla, wiec istnieje
x € Ap takie, ze f(x) = 0 tzn. d(z, A;) = 0 dla wszystkich i. Ze zwartosci
zbiorow A; dostajemy

T e n Az

o<i<n

]

W przestrzeni R™ kostkq geometryczng odpowiadajaca przedziatowi do-
mknietemu I = [a,b] C R nazywamy zbior

I" =l[a,b]" =[a,b] x -+ X [a,b].
Scianami kostki geometrycznej I" = [a, b]™ nazywamy zbiory
I7 :={xel": mx)=a} oraz I;' :={x € I": m;(x) = b},
gdzie i € {1,...,n}.

Twierdzenie 1 (Poincarégo). Dana jest funkcja ciggta f =
(fi,--s fn): I — R, ktdra spelnia warunek:

fi(I7) € (—00,0] oraz f;(I;}) € [0,00) dlai € {1,...,n}. (%)
Wowczas istnieje punkt ¢ € I™ taki, zZe f(c) = 0.
Dowdd. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze I" = [0, 1] (przypadek ogélny moz-
na sprowadzi¢ do takiego, rozwazajac homeomorfizm H: I — [a,b]", ktéry

przeprowadza odpowiednie i-te $ciany na i-te $ciany). Przyjmijmy

H; = ;7 (~00,0] oraz Hy = f7'[0,00).

5



Definiujemy odwzorowanie ¢: I" — {0,1,...,n} wzorem
o(x) :=min{i: x € F;} — 1,

gdzie F,y1 = 1", F; = H; \ I, dlai e {1,...,n}.

Zauwazmy, ze wobec zalozenia (%) funkcja ¢ ma wlasnosé:

(1) Dla wszystkich i € {1,...,n}, jesli z € I, to ¢(z) < i oraz jedli x € I;,
to ¢(x) #1— 1.

Sympleks S nazywamy w peini pokolorowanym przez odwzorowanie ¢,
gdy ¢[S] ={0,1,...,n}.

Pokazemy przez indukcje ze wzgledu na n € N, ze dla kazdego k£ € N
liczba p symplekséw kombinatorycznych o krawedz w pelni pokoloro-

i
wanych przez odwzorowanie ¢ spetniajace warunek (1) zawartych w siatce

N = N(0, %, k), jest nieparzysta.

)

Dla n = 1 warunek (1) implikuje, ze ¢(0) = 0 oraz ¢(1) = 1, wiec te-
za jest mniej lub bardziej oczywista (dowdd formalny uzywa indukeji po k).
Ustalmy n > 2 i zalézmy, ze szukana liczba sympleksow jest nieparzysta dla
wszystkich k € N oraz odwzorowan ¢*: I"™' — {0,1,...,n — 1} spelniaja-
cych warunek analogiczny do warunku (1) z n — 1. Ustalmy nastepnie £ € N
oraz funkcje ¢: I — {0,1,...,n}, ktéra spetia warunek (1).

Dla kazdego sympleksu kombinatorycznego S oznaczmy przez a(S) liczbe
Scian W sympleksu S takich, ze o[W] = {0,1,...,n—1}. Wéweczas jesli S jest
sympleksem w pelni pokolorowanym, to «(S) = 1, a w przeciwnym przypad-
ku a(S) = 2 lub a(S) = 0, w zaleznosci od tego czy ¢[S] ={0,1,...,n—1},
czy tez {0,1,...,n— 1} \ ¢[S] # 0. Zachodzi zatem

p= Y a(S) (mod2),

SeSy

gdzie sumowanie rozcigga sie po zbiorze S,, wszystkich symplekséw o krawe-
dzi + zawartych w siatce N = N(0, +, k).

Na podstawie lematu 1 kazda Sciana jest liczona doktadnie dwa razy w
przypadku, gdy nie zawiera sie ona w $cianie siatki /N, i dokladnie raz w
przeciwnym wypadku. Stad szukana liczba p ma takg samg parzystosé¢ jak
liczba wszystkich zbioréw W, ktore sg Scianami pewnego sympleksu S € S,,,
przy czym zachodzi p[W] = {0,1,...,n— 1} i jednoczesnie W zawiera sie w
pewnej Scianie siatki N. Dodatkowo na podstawie warunku (1) kazda tego
typu $ciana W zawiera si¢ w I, .



Rozwazmy zanurzenie T: R"™! — R" o wzorze T'(z) = (z,0). Obrazem
zbioru "' przez T jest zbiér I, funkcja ¢*: It — {0,1,...,n — 1} o
wzorze ¢*(x) = @(T(x)) jest poprawnie okreslona, spelia warunek (1) z
n — 1 zamiast n, oraz przeksztalca w sposdb wzajemnie jednoznaczny sym-
pleksy (n — 1)-wymiarowe o krawedzi ; zawarte w siatce (n — 1)-wymiarowej
N(0, ¢, k) (czyli sympleksy z rodziny S,_1) na zbiory W, ktére sg Scianami
sympleksow z rodziny S,, zawartymi w . Wnioskujemy stad, ze szukana
liczba p ma taka sama parzysto$¢ jak liczba symplekséw z rodziny S,_1 w
pelni pokolorowanych przez odwzorowanie ¢*, a ta liczba jest nieparzysta na
mocy zalozenia indukcyjnego. To konczy dowdd indukeyjny.

Zauwazmy, ze dla kazdego i € {1,...,n}, jesli p(x) =i —1,tox € H; ,
natomiast jesli ¢(y) = n, to y € H;" dla kazdego i € {1,...,n}. Stad kazdy
sympleks kombinatoryczny S C I"™ w pelni pokolorowany przez odwzorowa-
nie ¢ spetnia warunek:

(2) H? NS # () dla wszystkich i € {1,...,n} oraz § € {+, —}.

Zatem (wobec udowodnionej indukeyjnie wlasnosci) dla kazdego k € N
istnieje sympleks kombinatoryczny S o krawedzi 1 spelniajacy warunek (2).
Wobec cigglosci funkcji f zbiory HY sa zwarte i wobec lematu 2 zachodzi

(N H n () H #0.
1<ign 1<i<n

Kazdy punkt ¢ tego przekroju spetnia warunek f(c) = 0. ]

3 Konsekwencje

Whniosek 1 (Twierdzenie o koincydencji). Niech h: I"™ — R™ bedzie odwzo-
rowaniem ciggltym takim, Ze
h(I7) CI; oraz h(I)) C I diai € {1,...,n}.

Wowczas dla kazdego odwzorowania cigglego g: I™ — I™ istnieje punkt c € I™

taki, ze g(c) = h(c).

Dowadd. Stosujemy twierdzenie Poincarégo do odworowania f: I — R" o
wzorze f(x) = h(x) — g(x). O

Stosujac twierdzenie o koincydencji do odwzorowania identyczno$ciowego
(tzn. h(x) = x), otrzymujemy twierdzenie Bohla—Brouwera.

Whniosek 2 (Twierdzenie Bohla-—Brouwera). Kazda funkcja ciggla g: I™ —
I™ ma punkt staty. [
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