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Wstep

Niniejszy skrypt rozwija teorie aksjomatyczna geometrii wedtug aksjomatéow
Hilberta, przy czym ograniczamy sie do geometrii plaskiej (dwuwymiaro-
wej). Pelen zestaw aksjomatéw opisuje (w sposéb kategoryczny) geometrie
euklidesowa, jednak wprowadzamy nowe aksjomaty stopniowo i tym samym
rozwazamy teorie oparte tylko na czeéci aksjomatéw. Otrzymane w ten spo-
séb twierdzenia sa ogélniejsze, gdyz sa spelnione w szerszej klasie modeli
tzn. takze w geometriach innych niz euklidesowa. Calosé jest podzielona
na pie¢ rozdziatéow. Kazdy kolejny rozszerza wczesniejsze o nowe pojecia
pierwotne lub aksjomaty, przy czym ostatni (piaty) rozdzial bada rezulta-
ty geometrii euklidesowej przy zalozeniu wszystkich aksjomatéw. W opisie
teorii geometrycznych postugujemy sie jezykiem teorii mnogosci (zbioréw).
Za znane uznajemy tez podstawowe zbiory liczbowe jak np. liczby naturalne

i rzeczywiste.



Rozdziat 1

Aksjomaty incydencji

Pierwsza grupe aksjomatéw stanowia aksjomaty incydencji (przynaleznosci).
Pojeciami pierwotnymi sa punkt, prosta oraz lezenie punktu na prostej, przy
czym formalnie (w jezyku teorii mnogosci) opis wyglada nastepujaco.

Dany jest zbiér P zwany dalej plaszczyzng. Jego elementy nazywamy
punktami i oznaczamy matymi literami a, b, ¢, ... Ponadto dana jest rodzina
L podzbioréw plaszezyzny', ktérej elementy nazywamy prostymi i oznacza-
my wielkimi literami K, L, ...

Gdy punkt a nalezy do prostej L, to méwimy takze, ze punkt a lezy na
prostej L lub prosta L przechodzi przez punkt a. O punktach lezacych na
jednej prostej mowimy, ze sg wspdtliniowe. W przeciwnym razie méwimy, ze
punkty sa niewspdtliniowe.

Przyjmujemy nastepujace aksjomaty incydencji:
I1. Na dowolnej prostej lezg (co najmniej) dwa rézne punkty.
I2. Przez dowolne dwa rézne punkty przechodzi dokladnie jedna prosta.

13. Istniejg dwa rdozne punkty oraz trzy punkty niewspétliniowe.

Aksjomaty I1-13 stanowia peten zestaw aksjomatéw incydencji.

Gdy punkty a i b sa rézne, to (jedyna) prosta przechodzaca przez a i b
—
oznaczamy ab (pozwala na to aksjomat 12). Méwimy wtedy, ze punkty a

i b wyznaczajg prosta %. Umawiajac sie na to oznaczenie, otrzymujemy

1To zalozenie nalezy traktowaé jako aksjomat.



nastepujaca wlasnosé:

v (a;&b — V (L=ub = a,beL)>.

a,bEP LeL

Stad dla réznych punktéow a i b zachodzi % = ?a.

7 aksjomatu 12 wynika, ze dowolne dwie rézne proste majg co najwyzej
jeden punkt wspolny. Zatem dowolne dwie proste sg roztaczne, maja doktad-
nie jeden punkt wspélny lub sa réwne. Dwie proste nazywamy rownoleglymi,
gdy sa one réwne lub roztaczne. Rownolegtoéé prostych K i L oznaczamy
piszac K || L. Gdy proste K i L nie sa réwnolegle, to istnieje dokladnie jeden
punkt o wspdlny tych prostych. Méwimy wtedy, ze proste K i L przecinajg
ste w punkcie o.

Oto najprostsze konsekwencje przyjetych przez nas aksjomatéw.

Twierdzenie 1.1. Jesli trzy punkty sq niewspdtliniowe, to sq (parami) réz-

ne.

Dowdéd. Ustalmy punkty niewspoétliniowe a, b, ¢ i przypusémy, ze np. a = b.
Na podstawie aksjomatu 12 istnieje prosta L przechodzaca przez punkty a
i ¢.? Wéwczas punkty a, b, ¢ leza na L, a wiec sa wspétliniowe, co przeczy

zalozeniu. Zatem a # b, a wobec symetrii zalozen takze a # coraz b # ¢. [

Twierdzenie 1.2. Jesli punkty a i b sq rozne oraz punkt c nie lezy na prostej

ab, to a, b, c sq niewspotliniowe.

Dowdéd. Ustalmy punkty a, b, c takie jak w zalozeniach i przypusémy, ze sa

one wspdtliniowe. Wéwcezas istnieje prosta L taka, ze punkty a, b, ¢ leza na
—

L. Na podstawie aksjomatu 12 dostajemy L = ab, a wiec punkt c lezy na

<
prostej ab, co przeczy zalozeniu. O

Twierdzenie 1.3. Dla dowolnej prostej L istnieje punkt nie lezgcy na L.

Dowdd. Ustalmy prosta L. Na podstawie aksjomatu 13 istnieja trzy punkty
niewspoéiliniowe. Co najmniej jeden z nich nie lezy na prostej L, bo w prze-

ciwnym razie bylyby wspotliniowe. O

2Jedli a = ¢, to korzystamy najpierw z istnienia dwéch réznych punktéw.



Twierdzenie 1.4. Dla dowolnych dwdch réznych punktow a i b istnieje

punkt ¢ taki, Ze a, b, c sq niewspotliniowe.

Dowdéd. Ustalmy rézne punkty a i b. Na mocy twierdzenia 1.3 istnieje punkt
—
¢ nie lezacy na prostej ab, a wobec twierdzenia 1.2 punkty a, b, ¢ sa nie-

wspdbliliniowe. O

Twierdzenie 1.5. Dia dowolnego punktu a istniejg punkty b i c takie, Ze a,

b, ¢ sq¢ niewspdtliniowe.

Dowdd. Ustalmy punkt a. Z aksjomatu I3 istnieje punkt b rézny od punktu

a, a z twierdzenia 1.4 istnieje punkt c taki, ze a, b, ¢ sa niewspétliniowe. []
Zadania. Udowodnij.

1. Dla dowolnego punktu a istnieje prosta nie przechodzaca przez a.
2. Przez dowolny punkt przechodza (co najmniej) dwie rézne proste.

3. Jesli prosta L jest zawarta w prostej K, to L = K.

Symbolem ab oznaczamy pare nieuporzadkowana {a,b}. Gdy a i b sa
réznymi punktami, to ab nazywamy odcinkiem, za$ a i b nazywamy koricami

odcinka ab.

Kazdy skonczony ciag punkéw (aq,...,a,) nazywamy lamang, a liczbe
n nazywamy dlugo$cig tej tamanej. Gdy (aq,...,ay) jest tamana, to punkty
ai,...,a, nazywamy wierzchotkams lamanej, a pary® aias, agas, .. ., Gn_1an
nazywamy bokami lamanej. Mowiac o tamanej (ay,...,a,), czasem zazna-
czamy, ze mamy na mysli famang zamknietq (choé¢ w istocie definicja jest ta
sama). Gdy mowa o lamanej zamknietej, za bok uznajemy takze pare ana;.
Ponadto kazda pare a;a;, gdzie i oraz j nie sa sasiednimi indeksami (ani
pierwszym i ostatnim), nazywamy przekging tamanej zamknietej.

Lamana zamknieta (a,b,c) taka, ze punkty a, b, ¢ sa niewspétlinio-
we, nazywamy tréjkgtem i oznaczamy symbolem Aabc. Lamang zamknieta
(a,b, c,d) taka, ze dowolne trzy sposréd punktéw a, b, ¢, d sa niewspélliniowe

nazywamy czworokgtem i oznaczamy symbolem Oabed.

3Chociaz ta definicja dopuszcza, zeby dwa kolejne wierzchotki tamanej byty réwne,

u nas taka sytuacja nie wystepuje.



Wektorem nazywamy pare uporzadkowana dwoch punktéw. Wektorem

zerowym nazywamy wektor ztozony z dwoch tych samych punktéw.

1.1 Pewnik Euklidesa i geometria afiniczna

Wspodlcezesnie nastepujace zdanie jest aksjomatem w geometrii euklidesowe;j.

R1. Dla dowolnej prostej L i punktu p nie leigcego na L istnieje dokladnie

jedna prosta rozlgczna z L przechodzgca przez p.

Aksjomat ten nosi nazwe aksjomatu réwnoleglodci, a ze wzgledéw histo-
rycznych czesto jest on nazywany pewnikiem Euklidesa.* Twierdzenia tego
podrozdzialu (jak réwniez wlasnosci w komentarzach) sa konsekwencjami
aksjomatow incydencji [1-13 wraz z aksjomatem R1. Ta teoria jest nazywa-
na geometrig afiniczng.

W geometrii afinicznej dla dowolnej prostej L i punktu p istnieje doktad-
nie jedna prosta rownolegta do L przechodzaca przez p. Stad wynika, ze re-
lacja rownolegtosci prostych jest relacja rownowaznosci. Ponadto jesli proste
L i L' sa réwnolegle, a prosta K przecina L (w dokladnie jednym punkcie),
to K przecina L’ (w dokladnie jednym punkcie). Klasy abstrakcji wzgledem
relacji rownolegtosci w zbiorze wszystkich prostych nazywamy kierunkami,
przy czym kierunkiem prostej jest jej klasa abstrakcji. Dla kazdego kierunku
IC oraz punktu a istnieje dokladnie jedna prosta K € IC przechodzaca przez

a.

—
Réwnoleglobokiem nazywamy czworokat Oabed taki, ze ab || ﬁ oraz

be || da.

Twierdzenie 1.6.F Dia dowolnych punktéw niewspétliniowych a, b, ¢ ist-

nieje dokladnie jeden punkt d taki, ze Uabed jest rownoleglobokiem.

Dowdd. Ustalmy punkty niewspotliniowe a, b, c. Na podstawie aksjomatu
R1 istnieja prosta K réwnolegta do prostej % przechodzaca przez ¢ oraz
prosta L réwnolegta do prostej % przechodzaca przez a. Proste K i L nie sa
réwnolegle, bo w przeciwnym razie byloby ab | K || L %, co jest (wobec

4Na gruncie geometrii neutralnej aksjomat R1 jest réwnowazny oryginalnemu sformu-

towaniu piatego aksjomatu Euklidesa.



przechodniosci relacji réwnoleglosci) niemozliwe z uwagi na niewspétlinio-
wos¢ punktow a, b, c. Zatem proste K i L przecinaja si¢ w pewnym (doklad-
nie jednym) punkcie d i wéwezas Cabed jest réwnolegltobokiem. Dla dowodu
jednoznaczno$ci punktu d ustalmy punkt d’ taki, ze Oabed’ jest réwnoleglo-
bokiem. Na podstawie aksjomatu R1 dostajemy ' = K oraz ad' = L,
astad d =d'. O

Twierdzenie 1.7.F Przez dowolny punkt przechodzq (co najmniej) trzy réz-

ne proste.

Dowdd. Ustalmy punkt a. Na podstawie twierdzenia 1.5 istnieja punkty b
i ¢ takie, ze punkty a, b, ¢ sg niewspdélliniowe, a na mocy twierdzenia 1.6

—
istnieje punkt d taki, ze Uabed jest réwnolegtobokiem. Wéwczas proste ab,

4 oraz ad sg parami rozne. O

Moéwimy, ze punkt p jest rzutem rownoleglym punktu a na prosta L
w kierunku prostej K, gdy K i L nie s réwnolegte oraz prosta K’ réwnolegta
do K przechodzaca przez a przecina prosta L w punkcie p. Jesli proste K i L
nie sg rownolegte, to dla kazdego punktu a istnieje doktadnie jeden punkt p,
ktory jest rzutem réwnoleglym punktu a na prosta L w kierunku prostej K.
Dla dowolnych prostych K i L, ktore nie sg réwnolegte, funkcje przypisujaca
kazdemu punktowi a jego rzut réwnolegly na prosta L w kierunku prostej

K nazywamy rzutowaniem réownoleglym na prosta L w kierunku prostej K.

Twierdzenie 1.8.F Dane sq proste L, L* oraz prosta K, ktéra nie jest
rownoleglta ani do L, ani do L*. Wowczas rzutowanie réwnolegle na prostg L*
w kierunku prostej K okreslone dla punktow prostej L jest funkcjg odwrotng
do rzutowania rownolegtego na prostqg L w kierunku prostej K okreslonego

dla punktow prostej L*.

Dowdd. Ustalmy proste L, L* oraz K takie jak w zalozeniach. Gdy punkt a
lezy na prostej L, a punkt a* lezy na prostej L*, to a* jest rzutem réwnole-
glym a na prosta L* w kierunku prostej K wtedy i tylko wtedy, gdy a jest
rzutem réwnoleglym a* na prosta L w kierunku prostej K (gdyz oba te wa-
runki sg réwnowazne istnieniu prostej K’ réwnoleglej do K, ktéra przecina

prosta L w punkcie a oraz przecina prosta L* w punkcie a*). O



Zadania. Udowodnij.

1. Dla dowolnych dwéch prostych L i L* istnieje prosta K, ktora nie jest

rownolegta ani do L, ani do L*.
2. Dowolne dwie proste sa réwnoliczne.

3. Dla dowolnej rodziny R C L prostych parami réwnoleglych istnieje
prosta K, ktora przecina kazda prosta L € R.



Rozdziat 2
Aksjomaty uporzadkowania

Kolejna grupe aksjomatéw stanowia aksjomaty uporzadkowania. Rozszerza-
ja one dotychczasowa teorie incydencji o pojecie pierwotne relacji lezenia
miedzy.

Dana jest relacja tréjargumentowa B C P x P x P zwana dalej relacjg
lezenia miedzy. Gdy punkty a, b, ¢ sa w relacji B tzn. (a,b,c) € B, to
moéwimy, ze punkt b lezy miedzy punktami a i ¢, a zaleznos¢ te oznaczamy
B(abc).

Oznaczamy ab := {p € P: B(apb)}. Gdy a # b, to zbiér ab nazywamy
odcinkiem otwartym o konicach a i b, a zbiér ab U ab nazywamy odcinkiem

domknietym o koncach a i b.

Przyjmujemy nastepujace aksjomaty uporzadkowania:
B1. Jesli B(abc), to punkty a, b, ¢ sq¢ wspdtliniowe oraz a # c.
B2. Jesli B(abc), to B(cba).
B3. Jesli B(abc), to =B(bac).

B4. Jesli punkty a, b, ¢ sqg wspétliniowe i (parami) rézne, to B(abc) lub
B(bac) lub B(acb).

B5. Jesli B(abd) oraz B(bed), to B(abe).
B6. Jesli B(abe) oraz B(bed), to B(acd).

B7. Jesli punkty a i b sq rézine, to istnieje punkt ¢ taki, Ze B(abc).

10



B8. Jesli punkty a i ¢ sq rézine, to istnieje punkt b taki, Ze B(abc).

B9. Dane sq¢ punkty niewspétliniowe a, b, ¢ oraz prosta L nie przechodzgca
przez zaden z tych punktow. Jesli prosta L ma punkt wspolny z odcinkiem

ab, to ma punkt wspdlny z odcinkiem be lub z odcinkiem ac.

Niektére z powyzszych aksjomatoéw maja swoje zwyczajowe nazwy po-
chodzace od wlasnodci, ktéra wyrazaja. Tak na przyktad aksjomat B2 méwi
o symetrii, aksjomat B4 o spéjnosci, zas aksjomaty B5 i B6 o przechodniosci
odpowiednio wewnetrznej i zewnetrznej. Aksjomat B9 nosi nazwe aksjomatu
Pascha i najczesciej tak sie do niego odwolujemy. Aksjomaty B1- B8 dotycza
punktéw polozonych na jednej prostej i (po odpowiednich modyfikacjach)
przenosza sie one na geometrie jednowymiarowa. Aksjomat Pascha jako je-
dyny nie ma charakteru liniowego i w sposéb istotny laczy pojecie prostej
i relacji lezenia miedzy.

Uwaga. Aksjomaty uporzadkowania w powyzszej formie nie sa wzajem-
nie niezalezne. Z listy aksjomatéw mozna bez zmiany calej teorii usunaé
aksjomaty B4, B5, B6 oraz B8, gdyz daja si¢ one udowodni¢ w oparciu
o aksjomaty pozostate. W tych dowodach korzysta sie z istnienia punktéw
niewspotliniowych i aksjomatu Pascha, czyli geometrii plaszczyzny mimo,
ze dowodzone wlasnosci majg charakter liniowy. Istnieja takze inne zalezno-
$ci wynikania miedzy tymi aksjomatami (przykladowo aksjomat B3 wynika

z aksjomatéw B5 oraz B1).

W tym rozdziale badamy konsekwencje aksjomatéw incydencji I11-13 oraz
aksjomatow uporzadkowania B1-B9. Te teorie nazywamy stabg geometrig

uporzgdkowania.

Oto najprostsze konsekwencje aksjomatéw bedace zarazem ich wzmoc-

nieniem (dowody pozostawiamy czytelnikowi).

Twierdzenie 2.1. Jesli B(abc), to punkty a, b i ¢ sq (parami) réine.

(
Twierdzenie 2.2. Jesli B(abc), to =B(bac) oraz ~B(acb).
Twierdzenie 2.3. Jesli B(abd) oraz B(bed), to B(abe) oraz B(bed).
(

O
O
O
Twierdzenie 2.4. Jesli B(abc) oraz B(bed), to B(abd) oraz B(acd). O

Dla dowolnych réznych punktéw a i b, z aksjomatu B2 wynika ab = ba,

z aksjomatéw 12 oraz B1 wynika ab C %, za$ z aksjomatu B8 wynika ab # ().

11



Uzywanie aksjomatéw B1l- B6 (oraz twierdzen 2.1-2.4) jest na tyle proste,
a zarazem uciazliwe w zapisie, ze zazwyczaj korzystamy z nich nie zazna-
czajac tego wyraznie.

Gdy cztery punkty a, b, ¢, d znajdujg sie¢ w wymienionej kolejnosci na
jednej prostej, to oznaczamy to piszac B(abed). Formalnie napis ten oznacza

koniunkcje
B(abc) A B(abd) A B(acd) A B(bed).

Ponizsze twierdzenie mowi, ze prosta nie moze zawieraé oczek.
Twierdzenie 2.5. Jesli B(apb), B(agb) orazp # q, to B(apgb) lub B(agpb).

Dowdéd. Ustalmy punkty a, b, p, ¢ takie jak w zalozeniach. Wéwczas punk-
ty a, b, p, q sa (parami) rézne i wspodlliniowe. Na podstawie aksjomatu B4
zachodzi B(apq) lub B(agp) lub B(paq). Przypuszczenie B(paq) wobec zalo-
zenia B(agb) (oraz przechodniosci) daje B(pab), co jest sprzeczne z drugim
zalozeniem B(apb). Zatem B(apgb) lub B(agpb). O

Nastepne twierdzenie méwi z kolei, ze prosta nie moze sie rozwidlac.

Twierdzenie 2.6. Jesli B(abp), B(abq) orazp # q, to B(abpq) lub B(abgp).
Dowdd. Dowdd przebiega podobnie jak dla twierdzenia 2.5. O

Zbiér W C P nazywamy zbiorem wypuktym, gdy dla dowolnych punktdw
p,q € W, gdzie p # ¢, odcinek otwarty pq jest zawarty w W. Przekrdj

dowolnej! rodziny zbioréw wypuklych jest zbiorem wypuktym.

Zadania. Udowodnij.

1. Zbior L C P jest prosta wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja rézne punkty

a i b takie, ze

L={pecP:B(pab)Vp=aV B(apb)Vp=>bV B(abp)}.2

1Za przekréj rodziny pustej uznajemy cala plaszczyzne P.

2Wtasnoéé ta daje charakteryzacje prostej w jezyku relacji lezenia miedzy. Pozwala to
na ewentualne usuniecie pojecia prostej z pojeé¢ pierwotnych. Wtedy charakteryzacje te

nalezaloby przyja¢ za definicje proste;j.

12



2. Dane s punkty niewspoétliniowe a, b, ¢ oraz punkty p € ab, ¢ € b,
r € ac. Wowczas punkty a, b, q, punkty a, p, r oraz punkty a, p, q

tworzg, tréjki punktéw niewspdtliniowych.
3. Jesli B(abc), to @ac = abU {b} U be, przy czym ab N bc = ().
4. Odcinek otwarty i odcinek domkniety sg zbiorami wypuktymi.

5. Jesli a, b, ¢, d s3 punktami, gdzie a # b, ¢ # d oraz abU ab = cd U cd,
to ab = ed (tzn. odcinek domkniety wyznacza swoje korce jednoznacz-

nie).
6. Odcinek otwarty jest zbiorem nieskonczonym.

7. Jesli punkty a i b s rézne, L jest prosta oraz ab C L, to a i b leza na
L.

8. Jedli a, b, ¢, d sy punktami, gdzie a # b, ¢ # d oraz ab C cd, to
ab C ed U cd.

9. Jedli a, b, ¢, d s3 punktami, gdzie a # b, ¢ # d oraz ab = cd, to ab = cd

(tzn. odcinek otwarty wyznacza swoje konce jednoznacznie).

2.1 Polprosta

Na gruncie geometrii uporzadkowania mozna wprowadzi¢ definicje pdtpro-

stej. Ponizsze twierdzenie stanowi podstawe dla tej definicji.

Twierdzenie 2.7. Dana jest prosta L oraz punkt o lezgcy na L. Relacja

dwuargumentowa ~ w zbiorze L\ {o} okreslona przez wzor
an~b:<= (B(oab)Va=>bV B(oba))
jest relacjg rownowaznosci o dokladnie dwéch klasach abstrakcyji.

Dowdd. Ustalmy prosta L oraz punkt o lezacy na L. Zwrotno$¢ oraz symetria
relacji ~ wynikajg z samej definicji. Dla dowodu przechodniosci relacji ~
ustalmy punkty a, b, ¢ w zbiorze L \ {0} i zalézmy, ze a ~ b oraz b ~ c.

Mamy do rozpatrzenia nastepujace przypadki:
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(a) B(oab) oraz B(obc). Wéwcezas zachodzi B(oac).

(b) B(oab) oraz B(ocb). Wéwczas na mocy twierdzenia 2.5 zachodzi
B(oac) lub a = ¢ lub B(oca).

(c) B(oba) oraz B(obc). Wéwezas na mocy twierdzenia 2.6 zachodzi
B(oac) lub a = ¢ lub B(oca).

(d) B(oba) oraz B(ocb). Wéwczas zachodzi B(oca).

W kazdym przypadku dostajemy a ~ c. Zatem relacja ~ jest relacja réwno-
waznosci.

Dla dowolnych punktéw a i b w zbiorze L \ {0} zachodzi réwnowaznosé:
a~b <= -B(aob).

7 aksjomatu I1 na prostej L lezy punkt a rézny od punktu o, a z aksjo-
matu B7 istnieje punkt b taki, ze B(aob). Przypu$émy, ze istnieje punkt ¢
w zbiorze L\ {o} taki, ze =¢ ~ a oraz —c ~ b. Wéwczas B(coa) oraz B(cob),
wigc na mocy twierdzenia 2.6 zachodzi B(oab) lub a = b lub B(oba), co jest
sprzeczne z B(aob). Dowodzi to, ze istnieja dokladnie dwie klasy abstrakcji

relacji ~. O

Zbiér A C P nazywamy pdiprostq (otwartg), gdy jest on klasa abstrakcji
wzgledem relacji ~ okreslonej w twierdzeniu 2.7 dla pewnej prostej L oraz

punktu o lezacego na L. Wtedy punkt o nazywamy poczgtkiem polprostej
A.

Twierdzenie 2.8. KaZda pélprosta jest zawarta w dokladnie jednej prostej

1 ma dokladnie jeden poczgtek.

Dowdd. Ustalmy pdiprosta A. Poniewaz polprosta A jest zbiorem co naj-
mniej dwuelementowym (a nawet nieskoriczonym), wiec z aksjomatu 12 wy-
nika, ze A jest zawarta w dokladnie jednej prostej L. Niech punkty o oraz
o' beda poczatkami pélprostej A i przypuéémy, ze o # o/. Wezmy punkt a
na poélprostej A. Na podstawie aksjomatu B4 zachodzi B(aoo') lub B(oao’)
lub B(od'a). W pierwszym i drugim przypadku punkt o lezy na polproste;
A, a w trzecim przypadku (drugim takze) punkt o’ lezy na pdlprostej A.

Otrzymana sprzecznosé¢ konczy dowdd. O
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Twierdzenie 2.8 pozwala nam przyjaé¢ oznaczenie na poczatek dowolnej
pélprostej oraz prosta, w ktérej ta pdlprosta sie zawiera. Jedli A jest pdl-
prosta, to jej poczatek oznaczamy o(A), zas wspomniana prosta oznaczamy
L(A). Punkt o(A) lezy na prostej L(A). Pdlprostq domknietq nazywamy
zbiér powstaly przez dolaczenie do pewnej pélprostej otwartej A jej poczat-
ku o(A) tzn. zbior AU {o(A)}.

Moéwimy, ze potproste A i B sa dopelniajgce, gdy sa réznymi klasami
abstrakcji wzgledem tej samej relacji ~ okredlonej w twierdzeniu 2.7, innymi
stowy L(A) = L(B), o(A) = o(B) oraz A # B. Poniewaz klasy abstrakcji
kazdej relacji ~ sa dokladnie dwie, wiec dla kazdej polprostej A istnieje
dokladnie jedna polprosta B taka, ze A i B sa dopelniajace. Te jedyna
pélprosta oznaczamy A*. Zachodzi (A*)* = A.

Przyjmujemy oznaczenie
06 :={p € P: B(opa)V p=aV B(oap)}.

Jedli punkty o i a sa rézne, to zbior ol jest polprosta o poczatku o zawarta
w prostej bd. Ponadto o4* = {p € P: B(poa)} oraz dla dowolnych punktéw
0, a, b jesli B(oab), to a6 = ob, a jesli B(aob), to a6 = ob*.

Zadania. Udowodnij.
— — > —
1. Jesli a # b, to ab = %ﬂba oraz ab = %Uba.
2. Polprosta otwarta i pétprosta domknieta sg zbiorami wypuklymi.

3. Dla dowolnej pélprostej A nie istnieje odcinek otwarty S taki, ze A C
S.

4. Jesli A, A’ sa pélprostymi oraz AU {o(A)} = A U{o(A")}, to A=A’

(pOlprosta domknieta wyznacza pélprosta otwarta jednoznacznie).

2.2 Péoélptaszczyzna

Wzmocnimy teraz aksjomat Pascha. Ponizsze twierdzenie mowi, ze prosta

nie moze przecinaé¢ wszystkich trzech bokéw tréojkata.

Twierdzenie 2.9. Dane sq¢ punkty niewspolliniowe a, b, c. Wowczas nie
istnieje prosta, ktora ma punkt wspélny jednoczesnie z wszystkimi odcinkams

ab, bc oraz ac.
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Dowdd. Ustalmy punkty niewspoétliniowe a, b, c. Przypu$émy, ze prosta L ma
punkty wspélne p, q, 7 odpowiednio z odcinkami ab, bc oraz @e. Na podstawie
aksjomatu B4 zachodzi B(pgr) lub B(gpr) lub B(prq), a dla ustalenia uwagi
mozemy zalozyé, ze B(pgqr). Punkty a, p, r sa niewsp6iliniowe, prosta % nie
przechodzi przez zaden z tych punktéw i ma punkt wspdélny ¢ z odcinkiem
pr. Z aksjomatu Pascha prosta % ma punkt wspolny z odcinkiem a@p lub
z odcinkiem ar. W pierwszym przypadku punktem wspdélnym jest punkt b,
a wiec zachodzi B(abp), co jest sprzeczne z B(apb). W drugim przypadku
punktem wspélnym jest punkt ¢, wiec zachodzi B(acr), co jest sprzeczne
z B(arc). O

Moéwimy, ze punkty a i b leZg po tej samej stronie prostej L, gdy a i b
nie leza na L oraz odcinek ab jest roztaczny L. Méwimy, ze punkty a i b leig
po réinych stronach prostej L, gdy a i b nie leza na L oraz odcinek ab ma

punkt wspélny z L.

Ponizsze twierdzenie stanowi podstawe dla definicji péiptaszezyzny.

Twierdzenie 2.10. Dana jest prosta L. Relacja dwuargumentowa >~ w zbio-

rze P\ L okreslona przez wzor
a~b:<= abNL=10
jest relacjg rownowazno$ci o doktadnie dwoch klasach abstrakcyi.

Dowod. Zwrotnosé i symetria relacji ~ sa widoczne. Dla dowodu przechod-
niosci ustalmy punkty a, b, ¢ i zalézmy, ze a ~ b oraz b ~ c. Rozwazmy

przypadki:

(a) Punkty a, b, ¢ sa wspolliniowe. Wéwczas istnieje prosta K taka, ze a,
b, c leza na K. Jedli proste K i L sa rozlaczne, toacNL C KNL =0,
wiec a ~ c. Jedli proste K i L przecinaja si¢ w (dokladnie jednym)

punkcie o, to o6 = % = %, wiec takze a ~ c.

(b) Punkty a, b, ¢ sa niewsp6lliniowe. Gdyby odcinek a¢ mial punkt wspol-
ny z prosta L, to z aksjomatu Pascha prosta L miataby punkt wspélny
z odcinkiem ab Iub z odcinkiem be, co jest sprzeczne z zalozeniem. Za-

tem a >~ c.
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PrzejdZzmy do dowodu, ze klasy abstrakcji sa dokladnie dwie. Istnieje punkt
o na prostej L oraz punkt a nie lezacy na prostej L. Na mocy aksjomatu B7
istnieje punkt b taki, ze B(aob). Punkty a i b wyznaczaja dwie rézne klasy
abstrakcji relacji ~. Dla dowodu, ze klasy abstrakcji sa dokladnie dwie,

wezmy dowolny punkt c¢ nie lezacy na prostej L i rozwazmy przypadki:

(a) Punkty a, b, ¢ sa wsp6lliniowe. Wéwezas ¢ lezy na o6 lub na 0?, wiec

c~alub c~b.

(b) Punkty a, b, ¢ sa niewspolliniowe. Wéwczas na mocy twierdzenia 2.9
niemozliwe jest, aby odcinek a¢ miat punkt wspélny z prosta L i jed-
noczesénie odcinek be mial punkt wspélny z prosta L. Zatem ¢ ~ a lub

c~b.
O

Zbiér M C P nazywamy pélplaszczyzng (otwartg), gdy M jest klasa abs-
trakcji wzgledem relacji ~ okre$lonej w twierdzeniu 2.10 dla pewnej prostej

L. Méwimy wtedy, ze prosta L jest brzegiem pdiplaszczyzny M.

Twierdzenie 2.11. Kazda pélplaszczyzna wyznacza swdj brzeg jednoznacz-

nie.

Dowdéd. Ustalmy pélplaszczyzne M i przypusémy, ze proste L oraz L' sg
réznymi brzegami M. Istniejg punkt p, ktory lezy w M, oraz punkt a, ktory
lezy na prostej L i nie lezy na prostej L'. Poniewaz punkt a nie lezy w M,
wiec punkty a i p lezag w réznych pélplaszezyznach o brzegu L'. Istnieje wiec
punkt b, ktéry lezy na L', taki, ze B(abp). Wéwczas bp N L = (), wiec b lezy

w M i jednoczesnie na L', co jest niemozliwe. O

Powyzsze twierdzenie pozwala nam przyjaé¢ oznaczenie na brzeg poél-
plaszczyzny. Jesli M jest polplaszczyzna, to jej brzeg oznaczamy L(M).
Poélptaszcezyzny M i N nazywamy dopelniajgcymi, gdy sa réznymi klasami
abstrakeji wzgledem tej samej relacji ~ okreslonej w twierdzeniu 2.10 dla
pewnej prostej L, innymi stowy L(M) = L(N) oraz M # N. Z faktu, ze kla-
sy abstrakcji dla kazdej relacji ~ sa dokladnie dwie, wynika, ze dla kazdej
polptaszezyzny M istnieje dokladnie jedna poiplaszczyzna N taka, ze M
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i N sa dopelniajace. Te (jedyna) pélplaszczyzne oznaczamy M*. Zachodzi
(M*)* = M.

Moéwimy, ze zbiory X, Y leza po tej samej stronie prostej L, gdy istnieje
péiplaszczyzna o brzegu L zawierajaca zbiory X i Y. Mowimy, ze zbiory
X, Y leza po réinych stronach prostej L, gdy istnieje pdéiplaszczyzna M
o brzegu L taka, ze X C M oraz Y C M*.

Potplaszczyzng domknietq nazywamy zbior, ktory jest suma pewnej pol-
plaszczyzny otwartej M i jej brzegu L(M) tzn. zbiér M U L(M).

Jedli M jest poéiplaszczyzna o brzegu L, punkt a lezy w M oraz punkt o
lezy na L, to od C M oraz o4* C M*.

Zadania. Udowodnij.

1. Pélplaszczyzna otwarta i polplaszczyzna domknieta sa zbiorami wy-

puklymi.

2. Jesli M, M’ sa p6tprostymi oraz MUL(M) = M'"UL(M'), to M = M’
(poiplaszczyzna domknieta wyznacza pélplaszezyzne otwarta jedno-

znacznie).

3. Dana jest prosta L oraz dwa zbiory M i N wypukle takie, ze MUN =
P\ L. Wéwczas M i N sa dopeliajacymi péiplaszczyznami o brzegu
L.

4. Dana jest prosta L oraz dwa zbiory M i N niepuste takie, ze MUN =
P\ L, a ponadto dla dowolnego punktu a lezacego w M i punktu b
lezacego w N zachodzi abN L # ). Woéwcezas M i N sa dopetniajacymi

potplaszczyznami o brzegu L.

5. Dane sa punkty niewspotliniowe a, b, ¢ oraz punkty p, ¢ takie, ze
B(apb) oraz albo B(bcq) albo B(qbc). Wéwczas istnieje punkt r taki,
ze B(arc) oraz w przypadku B(beq) zachodzi B(prq), a w przypadku
B(gbc) zachodzi B(qpr).

6. Dla dowolnych réznych punktéw a i b istnieje prosta L taka, ze a i b

leza po réznych stronach prostej L.
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2.3 Katy

Zbiér AB = {A, B} nazywamy kqtem, gdy A i B sa p6lprostymi o wspélnym
poczatku o, ré6znymi i nie dopetniajacymi. Punkt o nazywamy wtedy wierz-
chotkiem kata, a polproste A i B nazywamy ramionami kata. Przyjmujemy

oznaczenie

Laoh = atob — {od, %}

Para AB jest katem wtedy i tylko wtedy, gdy A i B sg pétprostymi takimi,
ze 0(A) = o(B) oraz L(A) # L(B), natomiast Zaob jest katem wtedy i tylko
wtedy, gdy punkty a, o, b sa niewspotliniowe.

Kqtem skierowanym nazywamy pare uporzadkowang dwoch pélprostych
o wspolnym poczatku. Kgtem zerowym nazywamy kat skierowany ztozony
z tych samych pélprostych, zas kgtem polpeinym nazywamy kat skierowany
zlozony z dopelniajacych sie potprostych.

Dwa katy nazywamy katami przyleglymi, gdy maja one jedno ramie
wspolne, a pozostale dwa ramiona sa dopelniajacymi pétprostymi. Dla kaz-
dego kata AB istnieja dokladnie dwa katy do niego przyleglte — sa to katy
A*B oraz AB*. Dwa katy nazywamy katami wierzchotkowymi, gdy ramiona
jednego kata sa dopelniajacymi potprostymi do ramion drugiego kata. Dla
kazdego kata AB istnieje dokladnie jeden kat dla niego wierzchotkowy —
jest to kat A*B*.

Katami wewnetrznymi tréjkata Aabe nazywamy katy Zabe, Zbac, Zach.
Katami zewnetrznymi trojkata abc nazywamy katy przylegle do katéw we-
wnetrznych (kazdy trojkat ma sze$é katéw zewnetrznych).

Méwimy, ze potproste A1, ..., A, sa zgodne, gdy majg one wspolny po-
czatek o oraz istnieje prosta L nie przechodzaca przez o, ktora przecina kazda
z pélprostych Ay, ..., A,. Méwimy, ze pélprosta B lezy miedzy potprostymi
A i C, co zapisujemy A — B — C, gdy pélproste A, B, C sa zgodne oraz
dla kazdej prostej L, ktéra nie przechodzi przez wspélny poczatek o tych
poélprostych oraz przecina pélproste A, B, C' odpowiednio w punktach a, b,
¢, zachodzi B(abc).

Twierdzenie 2.12. Dane sq¢ pdiproste A, B, C' o wspdlnym poczgtku o
oraz prosta L nie przechodzgca przez o, ktora przecina pdlproste A, B, C

odpowiednio w punktach a, b, ¢ tak, Ze zachodzi B(abc). Wowczas zachodzi

19



A-B-C.

Dowdd. Niech pélproste A, B, C, prosta L oraz punkty o, a, b, ¢ beda takie
jak w zalozeniach. Punkty a i ¢ leza po réznych stronach prostej L(B), a wiec
pélproste A i C leza po réznych stronach prostej L(B). Ustalmy prosta L’
nie przechodzaca przez o, ktéra przecina pdlproste A, B, C odpowiednio
w punktach a’, b, /. Wéwcezas punkty o’ i ¢ leza po réznych stronach proste;j
L(B), a wiec B(a't/c). O

Gdy A, B, C sa polprostymi takimi, ze A — B — C, to AB, BC, AC sa
katami, zachodzi C — B— A, -B—A—C, ~A—C — B, aponadto A i B leza
po tej samej stronie prostej L(C), B i C leza po tej samej stronie prostej

L(A), za§ A i C leza po réznych stronach prostej L(B).

Twierdzenie 2.13. Jesli polproste A, B, C sq zgodne i parami rézZne, to
A-B-ClubB—-—A-C lubA-C - B.

Dowdd. Niech potproste A, B, C' beda takie jak w zatozeniach. Istnieje pro-
sta L nie przechodzaca przez wspdlny poczatek o pétprostych A, B, C, ktéra
przecina te pélproste odpowiednio w punktach a, b, c. Na mocy aksjomatu
B4 zachodzi B(abc) lub B(bac) lub B(acb). Na podstawie twierdzenia 2.12
zachodzi A— B—ClubB—-A—-ClubA-C - B. O

Twierdzenie 2.14. Jesli A, B, C sq potprostymi takimi, z2e A— B —C, to
potproste A, B*, C nie sq zgodne.

Dowdd. Ustalmy poétproste A, B, C takie jak w zatozeniach. Wowczas proste
L(A), L(B), L(C) sa parami rézne. Przypusémy, ze pélproste A, B*, C sa
zgodne. Na mocy twierdzenia 2.13 zachodzi A — B* — C' lub B* — A — C lub
A—C—B*. W przypadku A—B*—C lub B*— A—C pélproste Ai B* lezg po
tej samej stronie prostej L(C), a z zalozenia pélproste A i B leza po tej samej
stronie prostej L(C), wiec B i B* leza w jednej pélplaszczyznie, przy czym
punkt o(B) lezy na jej brzegu, sprzecznosé. W przypadku A —C' — B* (takze
w przypadku A— B*—(') do sprzeczno$ci prowadzi analogiczne rozumowanie

dla pélplaszczyzny o brzegu L(A). O
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Twierdzenie 2.15. Jesli A, B, C sq pélprostymi takimi, 2e A — B — C,
punkt a lezy na A oraz punkt c lezy na C, to odcinek ac ma punkt wspélny

z polprostg B.

Dowdd. Niech pétproste A, B, C oraz punkty a, ¢ beda takie jak w zatoze-
niach, przy czym punkt o jest wspélnym poczatkiem pétprostych A, B, C.
Pélproste A i C leza po réznych stronach prostej L(B), wiec odcinek a¢ ma
punkt wspélny b z prosta L(B). Punkt b jest r6zny od punktu o, a na mocy
twierdzenia 2.14 ponadto b nie lezy na pétprostej B*. Stad punkt b lezy na
péiprostej B. O

Twierdzenie 2.16. Jesli A, B, C sq potprostymi takimi, ze A— B —C, to
zachodzi B — C' — A*.

Dowdd. Ustalmy péiproste A, B, C takie jak w zalozeniach. Oznaczmy przez
M polplaszezyzne o brzegu L(A) zawierajaca poélproste B i C. Wezmy punk-
ty a, a*, b lezace odpowiednio na pélprostych A, A*, B. Punkty a i b leza po
tej samej stronie prostej L(C'), a punkty a i a* leza po réznych stronach pro-
stej L(C). Stad prosta L(C) ma punkt wspélny c z odcinkiem a*b. Poniewaz
a*b C M, wiec punkt ¢ lezy na C' i zachodzi B — C — A*. O

Twierdzenie 2.17. Jesli A, B, C sq réznymi pdiprostymi o wspolnym po-
czgtku takimi, ze B i C lezg po tej samej stronie prostej L(A), to zachodzi
A-B—-ClubA-C-B.

Dowdd. Ustalmy pélproste A, B, C takie jak w zalozeniach i zalézmy, ze
—=A — C — B. Oznaczmy przez o wspélny poczatek pdtprostych A, B, C,
a przez M pélplaszcezyzne o brzegu L(A) zawierajaca pélproste B i C. Wez-
my punkty a, a*, b lezace odpowiednio na pétprostych A, A*, B. Poniewaz
—-A— C — B oraz C* C M*, wiec prosta L(C) nie ma punktéw wspélnych
z odcinkiem ab. Prosta L(C) ma natomiast punkt wspdlny o z odcinkiem
aa*, wige na mocy aksjomatu Pascha L(C') ma punkt wspélny ¢ z odcinkiem
a*b. Poniewaz a*b C M, wiec punkt ¢ lezy na C i zachodzi A* —C — B. Stad
na podstawie twierdzenia 2.16 dostajemy A — B — C. O

Jezeli AB jest katem, to wnetrzem kata AB nazywamy sume mnogoscio-

wa wszystkich pétprostych P takich, ze A — P — B.
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Uwaga. Intuicyjnie ramiona dowolnego kata dziela ptaszczyzne na dwa
obszary, z ktérych oba mozna by ewentualnie uznaé za wnetrze tego kata.
W naszych rozwazaniach wnetrze kata jest zawsze tym z tych dwoch obsza-
réw, ktéry jest wypukly. Tym samym nie rozwazamy w ogdle tzw. katéw

wklestych.

Twierdzenie 2.18. Dany jest kgt AB. Przez M4 oznaczamy polplaszczyzne
o brzegu L(A), w ktorej zawiera si¢ pélprosta B, za$ przez Mp oznaczamy
polplaszczyzne o brzequ L(B), w ktorej zawiera sie polprosta A. Wowczas

wnetrze kgta AB jest réwne przekrojowi M N Mp.

Dowdd. Ustalmy kat AB o wierzchotku o i przyjmijmy oznaczenia z wy-
powiedzi twierdzenia. Gdy P jest pdlprostg taka, ze A — P — B, to P C
M4 N Mp, co dowodzi, ze wnetrze kata AB zawiera sie w M4 N Mp.

Na odwrot, ustalmy punkt p w zbiorze M4 N Mp. Rozwazmy pdlprosta
P = @. Poniewaz P C M4 oraz P C Mp, wiec korzystajac z twierdzenia
2.17 zachodzi A— P— Blub A—B—P,atakze B—P—Alub B—A—P.
Jedyna mozliwoscia, ktéra nie prowadzi do sprzecznoéci, jest A — P — B,

a wiec p lezy we wnetrzu kata AB. O

Pekiem potprostych o wierzchotku o nazywamy zbior wszystkich pétpro-

stych o poczatku o.

Zadania. Udowodnij.

1. Jesli AB jest katem, to istniejg potprosta P taka, ze A— B — P i p6l-
prosta @ taka, ze A — Q — B.

2. Jesli A, B, C, D sa pbétprostymi takimi, ze A—C — D oraz A— B—C,
to A—B—Doraz B—C—D.

3. Jesli A, B, C, D sa zgodnymi po6lprostymi takimi, ze A — B — C oraz
B—C—-D,toA—B—Doraz A—C—D.

4. Dane sg potproste A, B, C' o wspolnym poczatku. Wowczas A—B*—C
wtedy i tylko wtedy, gdy A, B, C nie sa zgodne oraz L(A), L(B), L(C)

sa (parami) rézne.
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2.4 Troéjkat

Gdy a, b, ¢ sa punktami niewspdtliniowymi, to wnetrzem tréjkata Aabe
nazywamy zbior M, N My N M., gdzie M, jest pdéiplaszczyzna o brzegu
E), w ktérej lezy punkt a, M; jest poélptaszczyzng o brzeu W, w ktorej
lezy punkt b, a M, jest polplaszczyzng o brzeu %, w ktérej lezy punkt c.
Brzegiem trojkata Aabc nazywamy zbiér abUbcUaeU{a, b, ¢}, a domknieciem
tréjkata Aabc nazywamy sume wnetrza i brzegu tréjkata Aabce.

Whetrze trojkata jest zbiorem wypuklym. Ponadto na mocy twierdzenia
2.18 wnetrze trojkata Aabe jest réwne przekrojowi wnetrz dowolnych dwoch

katéow wewnetrznych tego tréjkata.

Twierdzenie 2.19. Gdy punkty a, b, ¢ sq niewspétliniowe, to punkt p lezy
we wnetrzu trojkgta Nabe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje punkt q taki, Ze
B(agb) oraz B(cpq).

Dowod. Ustalmy punkty niewspoélliniowe a, b, c. Zatézmy, ze punkt p lezy
we wnetrzu tréjkata Aabe. Na podstawie twierdzenia 2.18 punkt p lezy we
wnetrzu kata Zach tzn. b — @ - 3 Na podstawie twierdzenia 2.15 odcinek
ab przecina pélprosta @ w pewnym punkcie q. Poniewaz p i ¢ lezg po tej
samej stronie prostej ab, wiec zachodzi B(cpq).

Na odwrét, zalézmy, ze istnieje punkt ¢ taki, ze B(agb) oraz B(cpq).
Wéwcezas punkty a i g leza po tej samej stronie prostej E), a takze punkty
p i q leza po tej samej stronie prostej % Stad punkty a i p leza po tej
samej stronie prostej % Analogiczne rozumowanie pokazuje, ze punkty b
i p leza po tej samej stronie prostej %¢. Ponadto punkty c i p leza po tej

samej stronie prostej ab. ]

Twierdzenie 2.20. Dane sq punkty niewspotliniowe a, b, ¢ oraz punkt p
lezgey we wnetrzu trojkgta Aabe. Wowcezas dowolna polprosta o poczgtku

w punkcie p ma dokladnie jeden punkt wspdlny z brzegiem trojkgta Nabe.

Dowdd. Niech punkty a, b, ¢ oraz p beda takie jak w zalozeniach i niech P
bedzie pélprosta o poczatku w punkcie p. Zaczniemy od dowodu istnienia
punktu wspélnego. Wobec twierdzenia 2.19 istnieje punkt g taki, ze B(agb)
oraz B(cpq). Rozwazmy przypadki:
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(a) P= pé. Wéwezas ¢ jest punktem wspdlnym brzegu i polprostej P.
(b) P = p4. Wowezas ¢ jest punktem wspolnym brzegu i polprostej P.

(c) Pélprosta P zawiera sie w pélplaszczyznie o brzegu 7, w ktorej lezy
punkt a. Woéwczas z aksjomatu Pascha wynika, ze prosta L(P) prze-
chodzi przez a lub ma punkt wspdlny z odcinkiem @¢ lub ma punkt
wspOlny z odcinkiem ag. W kazdym przypadku poétprosta P ma punkt
wspdélny z brzegiem tréojkata Aabc.

(d) Pélprosta P zawiera si¢ w pdlplaszczyznie o brzegu %, w ktorej lezy

punkt b. Przypadek analogiczny do przypadku (c).

Dla dowodu jednoznacznosci przypusémy, ze poétprosta P ma dwa réz-
ne punkty wspélne s, s’ z brzegiem tréjkata Aabe. Zachodzi B(pss') lub
B(ps's). Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze B(pss’) oraz punkt s lezy na pro-
stej %. Oznaczmy przez M polplaszczyzne o brzegu %, w ktérej lezy punkt
c. Woéwezas punkt p lezy w M, a punkt s’ lezy w M*. Z drugiej strony punkt
s’ lezy na brzegu tréjkata Aabe, a brzeg ten jest zawarty w M U %. Otrzy-

mana sprzecznos¢ konczy dowdd. O

Twierdzenie 2.21. Dane sq¢ punkty niewspétliniowe a, b, ¢ oraz punkt p
lezgcy we wnetrzu trojkgta Nabe. Wowcezas dowolna prosta przechodzgca
przez punkt p przecina brzeg trdjkgta Aabe w doktadnie dwdch punktach,

przy czym p leZy miedzy nimi.

Dowdd. Ustalmy punkty a, b, ¢ oraz p takie jak w zalozeniach, a takze
prosta L przechodzaca przez p. Wéowczas teza wynika z twierdzenia 2.20
zastosowanego do pélprostych o poczatku w punkcie p zawartych w prostej
L. O

Zadania. Udowodnij.

1. Dane sa punkty niewspétliniowe a, b, ¢ oraz prosta L, ktéra ma punkt
wspbélny z wnetrzem tréjkata Aabe. Woéwcezas przekrdj prostej L i wne-
trza tréjkata Aabe jest réwny odcinkowi pg, gdzie p i ¢ sa punktami
wspélnymi prostej L i brzegu trojkata Aabe.
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2. Jesli punkty niewspdtliniowe a, b, ¢ naleza do zbioru wypuktego W to

domkniecie tréjkata Aabe zawiera sie w W.

3. Domkniecie tréjkata jest réwne przekrojowi trzech péiptaszczyzn do-

mknietych.

4. Dane sg punkty niewspolliniowe a, b, c. Wéwczas przekroj My N My N
M7 jest pusty, gdzie M, jest poélplaszczyzna o brzegu %, w ktorej
lezy punkt a, M} jest polptaszczyzna o brzeu %, w ktérej lezy punkt
b, a M, jest pbiplaszczyzna o brzeu %, w ktorej lezy punkt c.

5. Wnetrze trojkata wyznacza wierzchotki tego trojkata jednoznacznie.

2.5 Wielokaty

Wsérod tamanych wyréznimy pewna klase, ktérej elementy nazywamy wie-
lokatami wypuklymi. Powiemy, ze lamana (ay,...,a,) jest wielokgtem wy-
puklym, gdy n > 3, kazde dwa kolejne punkty tego ciagu sa rézne (tzn.
a; # a;+1 dlai € {1,...,n—1}) oraz a, # a1, a ponadto dla kazdego boku
aa’ tej tamanej wszystkie pozostate wierzcholki leza po tej samej stronie
prostej aa’.

Dla danego wielokata wypuklego W = (ay,...,ay,) oznaczmy przez L,
.., L, proste wyznaczone przez boki, a przez M, .., M, pdlplaszczyzny
wyznaczone odpowiednio przez proste Li, .., L,, przy czym dla kazdego
i € {1,...n} wierzcholki wielokata leza w L; U M;. Przekréj M1 N...N M,

nazywamy wnetrzem wielokata wypuktego W.

Sume wszystkich odcinkéw domknietych wyznaczonych przez boki wie-
lokata nazywamy brzegiem wielokata wypuklego.

Kqtami wewnetrznymi wielokata wypuklego (ay, ..., a,) nazywamy katy
2010203, .y L0p_90n_10n, L0n_10n01, £0nG103.
Uwaga. Nazwa ,wielokat wypukly” ma swoje uzasadnienie w wypuklosci
figury jaka jest wnetrze dowolnego wielokata wypuktego (wedlug podanej
definicji). W istocie nie podaliémy jednak do tej pory definicji dowolnego
wielokata i jego wnetrza. Mamy tutaj na my$li taka definicje, zeby wielo-

kat wypuktly byl jej szczegdlnym przypadkiem, a zarazem obejmowal swoja
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definicja doktadnie te wielokaty (wedlug szerszej definicji), ktérych wnetrza
sg zbiorami wypuklymi.
Czworokgtem wypuklym nazywamy wielokat wypukly o czterech wierz-

chotkach. Czworokaty wypukle odgrywaja szczegdlna role.

Twierdzenie 2.22. Dane sq punkty a, b, ¢, d takie, e odcinki ac oraz bd
przecinajg sie w dokladnie jednym punkcie. Wowczas Oabed jest czworokgtem

wypukiym.

Dowdéd. Ustalmy punkty a, b, ¢, d takie jak w zalozeniach i oznaczmy przez
o jedyny punkt przeciecia odcinkéw @ oraz bd. Wéwezas punkty c i o lezg
po tej samej stronie prostej %, a takze punkty d i o leza po tej samej
stronie prostej %. Wobec przechodniosci relacji lezenia po tej samej stronie
prostej punkty ci d leza po tej samej stronie prostej %. Pozostale zaleznosci

dowodzimy analogicznie. O

Twierdzenie 2.23. Dane sq (parami réine) punkty a, b, c, d takie, ze ¢ i d
lezg po tej samej stronie prostej %, a t d lezg po tej samej stronie prostej
%, za$ a 1 b lezg po tej samej stronie prostej ﬁ Woéwczas odcinki ac oraz bd

majq dokiadnie jeden punkt wspdlny, a Oabed jest czworokgtem wypuklym.

Dowod. Ustalmy punkty a, b, ¢, d takie jak w zalozeniach. Na podstawie
twierdzenia 2.18 punkt a lezy wewnatrz kata Zbed, a punkt d lezy wewnatrz
kata Zabc. Stad na mocy twierdzenia 2.15 odcinek bd ma punkt wspélny o
z pbéiprosta @, a odcinek a¢ ma punkt wspélny o' z péiprosta ;i Poniewaz
proste % oraz ?ﬁ sa rézne, wiec o = o', czyli odcinki @¢ oraz bd maja
doktadnie jeden punkt wspélny. Z twierdzenia 2.22 wynika, ze Oabcd jest

czworokatem wypuklym. O

Twierdzenie 2.23 méwi w szczegdlnosci, ze przekatne czworokata wypu-

ktego sie¢ przecinaja.

Twierdzenie 2.24. Dane sq (parami rdéine) punkty a, b, c, d takie, ze c
1 d lezg po tej samej stronie prostej ab, a i b leig po tej samej stronie
prostej Ef, za$ a t ¢ lezg po réinych stronach prostej EE Wéwczas Uabed

jest czworokgtem wypuklym.
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Dowdd. Ustalmy punkty a, b, ¢, d takie jak w zalozeniach. Wowczas istnieje
punkt o lezacy na prostej H taki, ze zachodzi B(aoc). Na podstawie prze-
chodniosci relacji lezenia po tej samej stronie prostej punkty o i d leza po
tej samej stronie prostej %, a wiec 7 B(obd). Analogicznie stwierdzamy, ze
punkty o i b leza po tej samej stronie prostej <c_d>, a wiec takze —B(odb). Po-
niewaz punkty o, b, d sa wspélliniowe i rézne, wiec zachodzi B(bod). Z twier-

dzenia 2.22 wynika, ze Oabced jest czworokatem wypuktym. O
Zadania. Udowodnij.

—
1. Jesli Oabed jest czworokatem wypuklym, to proste ab oraz cd sa
rownolegle lub przecinaja sie w dokladnie jednym punkcie p takim, ze
albo zachodzi B(abp) i B(dcp) albo zachodzi B(pab) i B(pdc).

2. Dany jest czworokat wypukty Cabed oraz punkty p € ab, ¢ € b,
r € cd, s € da. Woéwezas Cpgrs jest czworokatem wypuktym.

3. Whnetrze czworokata wypuklego Uabed jest rowne sumie wnetrza tréj-

kata Aabe, odcinka a@c¢ i wnetrza trojkata Acda.

—
4. Dany jest czworokat wypuktly Oabed oraz prosta L rézna od prostej ab,
ktéra ma punkt wspélny z odcinkiem ab. Wéwcezas prosta L przechodzi

przez jeden z punktéw ¢, d lub przecina jeden z odcinkéw be, cd, da.

2.6 Polproste zgodnie zorientowane i réwnolegte

Méwimy, ze pélproste A i B sa zgodnie zorientowane, gdy sa zawarte w tej

samej prostej (czyli L(A) = L(B)) oraz zachodzi jeden z warunkéw:
« A=B.
e 0(A) € B,o(B) € A*.
e 0(A) € B*, o(B) € A.

Méwimy, ze pélproste A i B sa przeciwnie zorientowane, gdy s zawarte
w tej samej prostej oraz nie sg zgodnie zorientowane. Zatem pélproste A
i B sa przeciwnie zorientowane wtedy i tylko wtedy, gdy L(A) = L(B) oraz

zachodzi jeden z warunkéw:
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« A= DB*.
e 0o(A) € B,o(B) € A.
e 0(A) € B, 0(B) € A*.

Twierdzenie 2.25. Dla dowolnej prostej L relacja zgodnego zorientowania
w zbiorze wszystkich potprostych zawartych w L jest relacjg réownowaznosci

o doktadnie dwoch klasach abstrakcj.

Dowdd. Ustalmy prosta L i rozwazmy relacje zgodnego zorientowania dla
pélprostych zawartych w L. Bezposrednio z definicji wynika, ze ta relacja
jest zwrotna i symetryczna. Dla dowodu przechodniosci ustalmy péiproste
A, B, C zawarte w prostej L o poczatkach odpowiednio w punktach a,
b, ¢ i zalézmy, ze A i B sa zgodnie zorientowane oraz B i C' sa zgodnie

zorientowane. Mozemy zalozy¢, ze a # b oraz b # c¢. Rozwazmy przypadki:

(a) a€ B,be A* oraz b € C, c ¢ B. Wéwczas B(abc) oraz a € C, ¢ € A*.

(b) a € B*, b € Aoraz b € C*, ¢ € B. Wéwczas B(abc) oraz a € C*,
ce A

(c) a € B,be A" oraz b € C*, ¢ € B. Wéwczas B(bac) lub a = ¢ lub
B(bca). W pierwszym przypadku ¢ € A, a € C*, w drugim przypadku
A = C, aw trzecim przypadku c € A*, a € C.

(d) a € B*,; b€ Aoraz b € C, ¢ € B*. Wéwczas B(bac) lub a = ¢ lub
B(bca). W pierwszym przypadku ¢ € A*, a € C, w drugim przypadku
A= C, aw trzecim przypadku c € A, a € C*.

W kazdym przypadku péiproste A i C' sa zgodnie zorientowane. Dla dowodu,
ze klasy abstrakcji sa dokladnie dwie, wezmy punkt o lezacy na prostej
L i rozwazmy dopelniajace polproste A i B zawarte w L o poczatku o.
Woéwezas A i B sg przeciwnie zorientowane, a kazda polprosta zawarta w L

jest zgodnie zorientowana z A lub zgodnie zorientowana z B. O

Rodzine D nazywamy osig prostej L, gdy D jest klasa abstrakcji wzgle-
dem relacji zgodnego zorientowania wszystkich pétprostych zawartych w L.
Gdy D jest osig prostej L, to druga z osi prostej L oznaczamy D*. Zachodzi
(D*)* =D.
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Pélproste A i B nazywamy rdwnoleglymi, co oznaczamy A | B, gdy

proste L(A) i L(B) sa réwnolegle oraz zachodzi jeden z warunkéw:

(A) Polproste A i B sa zgodnie zorientowane.

(B) Proste L(A), L(B) sa roztaczne, a pélproste A i B leza po tej samej
stronie prostej o(A)o(B .

Relacja réwnolegloéci pétprostych jest zwrotna i symetryczna.?

Twierdzenie 2.26. Jesli pélproste A i B sq zgodnie zorientowane, a pot-

proste B i C' sq rownolegle, to A i C sg rownolegle.

Dowdd. Ustalmy pélproste A, B i C' o poczatkach odpowiednio a, b i ¢
takie, ze A 1 B sa zgodnie zorientowane, a B i C' sa réwnoleglte. Rozwazmy

przypadki:

(a) Polproste B i C sa zgodnie zorientowane. Wéwczas péiproste A, B i C
sg zawarte w tej samej prostej L. Z przechodnio$ci relacji zgodnego
zorientowania pélprostych zawartych w L wynika, ze potproste A i C

sa zgodnie zorientowane, a wiec réwnolegte.

(b) Proste L(B), L(C) sa rozlaczne, a pélproste B i C leza po tej samej
stronie prostej % Mozemy zatozyé, ze A # B i wobec tego rozwazamy

kolejne przypadki:

(i) a € B, b € A*. Wezmy punkt p lezacy na po6lprostej C. Wéowezas
na podstawie twierdzenia 2.23 tamana Oabcp jest czworokatem
wypuklym, a punkty b i p lezg po réznych stronach prostej .
Zatem (poniewaz punkt b lezy na pélprostej A*) pdlproste A i C
leza po tej samej stronie prostej Wtn. AiC sg réwnolegte.

(ii) @ € B*, b € A. Wezmy punkt p lezacy na polprostej C. Wow-
czas punkty a i p leza po réznych stronach prostej % i na mo-
cy twierdzenia 2.24 tamana Ubacp jest czworokatem wypuklym.
Stad (poniewaz punkt b lezy na pdlprostej A) pélproste A i C

leza po tej samej stronie prostej %W tzn. AiC sg réwnolegte.

3Mogloby sie wydawaé, ze relacja réwnoleglosci jest tez zawsze przechodnia. W rzeczy-

wistosci jest tak dopiero po dotaczeniu pewnika Euklidesa.
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O

Dwie osie D, D' nazywamy réwnoleglymi, co oznaczamy D | D', gdy
polproste A oraz A’ sa réwnolegle, gdzie A € D oraz A’ € D' — zgodnie
z twierdzeniem 2.26 definicja ta nie zalezy od wyboru reprezentantéw A oraz
Al

Gdy D jest osig prostej L, a D’ jest osig prostej L, przy czym proste L
oraz L' sa réwnolegle, to albo D || D’ albo D* || D'.

Moéwimy, ze pélprosta A o poczatku a jest gramicznie réwnolegla do

polprostej B o poczatku b, gdy zachodzi jeden z nastepujacych warunkow.

(A) Pélproste A i B sa zgodnie zorientowane.

(B) Polproste A i B sa rozlaczne, punkty a i b sa rézne oraz dla kazdej
potprostej P o poczatku a takiej, ze A— P — %, pélproste B i P maja
punkt wspdlny.

Twierdzenie 2.27. Jesli polprosta A jest granicznie réwnoleglta do pdtpro-

stej B, to A ¢ B sq réwnolegle.

Dowdd. Ustalmy poélproste A1 B takie, ze A jest granicznie réwnolegta do B.
Mozemy zalozy¢, ze zachodzi warunek (B) definicji granicznej réwnoleglosci.
Istnieje poétprosta P taka, ze A — P — 7, a wobec spelnionego warunku
ma ona punkt wspdlny z pdlprosta B. Stad pdlproste A i B leza po tej
samej stronie prostej ab. Pozostaje sprawdzié¢, ze proste L(A) i L(B) sa
roztaczne. Przypusémy, ze przecinaja sie one w punkcie p. Punkt p lezy na
pélprostych A* oraz B*. Wezmy punkt ¢ taki, ze B(bpq). Wéwczas zachodzi
ab— A — ag i (dwukrotnie) na mocy twierdzenia 2.16 takze A — ag* — ab.
Wobec warunku (B) poélprosta a¢* ma punkt wspdlny z pélprosta B. Jednak
tym punktem wspélnym musi by¢ punkt ¢, ktory lezy na B*. Otrzymana

sprzecznos¢ konczy dowdd. O

Twierdzenie 2.28. Dla dowolnej potprostej B i punktu a istnieje co naj-

wyzej jedna polprosta A o poczgtku a granicznie réownolegla do B.

Dowod. Ustalmy poélprosta B oraz punkt a. Mozemy zatozyé, ze punkt a nie
lezy na prostej L(B). Niech A oraz A’ beda dwiema réznymi pélprostymi

o poczatku a granicznie réwnolegltymi do pélprostej B. Wowcezas potproste
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A oraz A lezg po tej samej stronie prostej %, co pélprosta B. Na podstawie
twierdzenia 2.17 zachodzi ab — A — A’ lub ab — A’ — A. Wobec warunku
(B) definicji granicznej réwnolegloéci, w pierwszym przypadku pélprosta
A przecina pélprostag B, a w drugim przypadku poélprosta A’ przecina B.

Otrzymana sprzecznosé¢ konczy dowadd. O

Moéwimy, ze katy AB i A1 By sa odpowiadajgce utworzone przez proste
L i L, przecigte prosta K, gdy K i L przecinaja sie w punkcie o bedacym
wierzchotkiem kata AB, proste K i L przecinaja sie¢ w (innym) punkcie o;
bedacym wierzchotkiem kata A1 Bi, polproste A i A; sa zawarte w K oraz
zgodnie zorientowane, za$ polproste B i B; sg zawarte odpowiednio w L i L

oraz leza po tej samej stronie K. 4

Moéwimy, ze katy AB i A1 B1 sa naprzemianlegle utworzone przez proste
L i L, przeciete prosta K, gdy K i L przecinaja sie w punkcie o bedacym
wierzchotkiem kata AB, proste K i L przecinaja si¢ w (innym) punkcie o;
bedacym wierzchotkiem kata A1 Bi, polproste A i A; sa zawarte w K oraz
przeciwnie zorientowane, zas polproste B i By sa zawarte odpowiednio w L
i Ly oraz leza po réznych stronach K. Jesli punkty o i 01 leza odpowiednio
na polprostych A; i A, to méwimy, ze katy te sa naprzemianlegte wewnetrz-
nie. W przypadku przeciwnym tzn. jesli punkty o i o1 leza odpowiednio na
polprostych A7 i A*, to méwimy, ze katy te sa naprzemianlegle zewnetrznie.

Moéwimy, ze katy AB i A1B; sa jednostronne utworzone przez proste L
i L1 przecigte prosta K, gdy K i L przecinaja sic w punkcie o bedacym
wierzchotkiem kata AB, proste K i L przecinaja sie¢ w (innym) punkcie o;
bedacym wierzchotkiem kata A Bi, polproste A i A; sa zawarte w K oraz
przeciwnie zorientowane, zas polproste B i By sa zawarte odpowiednio w L
i L1 oraz leza po tej samej stronie K. Jesli punkty o i 01 leza odpowiednio
na pélprostych A; i A, to méwimy, ze katy te sa jednostronne wewnetrz-
nie. W przypadku przeciwnym tzn. jesli punkty o i o7 leza odpowiednio na
polprostych A7 i A*, to méwimy, ze katy te sa jednostronne zewnetrznie.

Zadania. Udowodnij.

4Definicja ta oraz dwie kolejne odwoluja sie do ustalonej kolejnosci péiprostych A i B
oraz polprostych A; i Bi;. Formalnie definicje te nalezy rozumieé¢ w ten sposéb, ze sg
one spelnione, gdy istnieje taka kolejnos¢ péiprostych A, B oraz Ai, Bi, ze zachodzi

odpowiedni warunek.
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1. Dane sg polproste A i B zawarte w tej samej prostej. Wowczas A i B

sg zgodnie zorientowane wtedy i tylko wtedy, gdy A C B lub B C A.
2. Jesli pélproste A i B sg réwnolegle, to potproste A* i B* sg réwnolegle.

3. Jedli polproste B i C sa zgodnie zorientowane oraz pdiprosta A jest

granicznie réwnolegta do B, to A jest granicznie réwnolegta do C.

2.7 Orientacja plaszczyzny

Jedli D jest osia prostej L oraz punkt o lezy na L, to doktadnie jedna péi-
prosta z dwoch pélprostych o poczatku o zawartych w L nalezy do D. Te
polprosta oznaczamy A(D, o).

Rozwazmy rodzine A wszystkich par postaci (D, H), gdzie D jest osia
pewnej prostej L, a H jest polplaszczyzna o brzegu L. Indeksujemy te rodzi-
ne w nastepujacy sposéb A = {(Dq, Hy): a € A}, gdzie D, jest orientacja
prostej L, oraz L, jest brzegiem H,. Méwimy, ze pary o, € A wyzna-
czajg te samg orientacje plaszczyzny, gdy zachodzi jeden z nastepujacych

warunkow.
(A) Ly = Lg oraz

(1) Do = Dg oraz Hy, = Hg lub
(2) Do = D} oraz H, = HJ.

(B) Lo N Lg =0 oraz
(1) Do || Dy oraz (Lo C Hy A Ly € H{)V (Lo C H5 A Ly C Hy ) lub
(2) Dy || Dy ovaz (Lo € Hy A Ly € Ho) V (Lo C H5 A Ls € Hy) .
(C) Lo N Lg = {o} dla pewnego punktu o oraz

(1) (A(Da,0) C Hs A A(Ds,0) C HZ) lub
(2) (A(Das0) € Hj A A(Dg,0) C Ha) .

Twierdzenie 2.29. Relacja wyznaczania tej samej orientacji plaszczyzny

w zbiorze A jest relacjg réwnowaznosdci o doktadnie dwoch klasach abstrakcyi.
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Dowéd twierdzenia 2.29 pomijamy. Kazda z klas abstrakcji wzgledem
relacji wyznaczania tej samej orientacji nazywamy orientacjg (plaszczyzny
P). Jesli O jest orientacja, to druga orientacje oznaczamy O*. Zachodzi
(0" =0.

Jedli (A, B) jest katem skierowanym o wierzcholku o oraz L(A) # L(B),

to oznaczamy

O(4, B) := [([A], H)],

gdzie H jest ta péiplaszczyzna o brzegu L(A), w ktérej zawiera sie poiprosta
B.

Jesli punkty a, b, ¢ sa niewspdétliniowe, to oznaczamy
O(a7 b, C) = [([%]7 H)]?

—
gdzie H jest ta polptaszczyzng o brzegu ab, w ktorej lezy punkt c.
Moéwimy, ze katy skierowane (A, B) oraz (A’, B') sa zgodnie zorientowa-

ne, gdy zachodzi jeden z nastepujacych warunkéw.
(A) (A, B) oraz (A’, B') sa katami zerowymi.
(B) (A, B) oraz (A’, B') sa katami pélpelnymi.
(C) AB oraz A’B’ sa katami oraz O(A, B) = O(A", B').

Relacja zgodnego zorientowania katéw skierowanych jest relacja réwnowaz-
nosci.
Zadania. Udowodnij.
1. Jedli punkty a, b, ¢ sa niewspétliniowe, to O(a,b,c) = O(c,a,b) =
O(b,a,c)*.

2. Jesli AB jest katem, to O(A, B) = O(B, A)*.

2.8 Aksjomat cigglosci

We wspodlczesnych teoriach geometrii zazwyczaj przyjmuje sie nastepuja-
cy aksjomat ciaglosci. Jest on nazywany czasem aksjomatem Dedekinda ze
wzgledu na analogie do wlasnosci Dedekinda zbioréw liniowo uporzadkowa-

nych.
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C1. Dla dowolnego podziatu prostej L na dwa zbiory X, Y mniepuste, 10z-
tgczne, sumugjgce sie do L, oraz wypukle, istnieje punkt p leZgcy na L taki,

ze dla dowolnych punktow x € X \ {p}, y € Y \ {p} zachodzi B(xpy).

Wszystkie twierdzenia tego podrozdzialu sa konsekwencjami aksjoma-
téw incydencji (bez pewnika Euklidesa) i aksjomatéw uporzadkowania wraz
z aksjomatem ciagtosci. Ta teoria bywa nazywana geometrig uporzgdkowa-
nia.

Aksjomat cigglosci wzmacnia si¢ do nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2.30.€ Dla dowolnego podzialu prostej L na dwa zbiory X,
Y niepuste, rozlgczne, sumujgce sie do L, oraz wypukle, istnieje punkt p
lezgey na L taki, Ze zbiory X, Y sq dopelniajgcymi polprostymi o poczgtku
p (z ktdérych jedna jest domknieta).

Dowdéd. Ustalmy prosta L i zbiory X, Y takie jak w zalozeniach. Niech p
bedzie punktem, o ktérym mowa w aksjomacie C1 i dla ustalenia uwagi za-
t6zmy, ze p € Y. Gdyby zbioér Y byl jednoelementowy, to istniatlyby punkty
xz,2' € X takie, ze B(xpz'), a wigc X nie bylby wypukly. Zatem istnieje
punkt y € Y rézny od punktu p. Dla dowolnych punktéw z, 2’ € X zachodzi
B(xpy) oraz B(x'py), a wigc B(pxz') lub = 2’ lub B(pa'z) tzn. zbiér X
jest polprosta o poczatku p. O

Twierdzenie 2.31.C Dany jest podzial pélprostej A o poczatku w punkcie
o na dwa zbiory X, Y niepuste, sumujgce sie do A i takie, Ze dla wszystkich
x € X,y €Y zachodzi B(oxy). Wowczas istnieje punkt p lezgcy na pélprostej
A taki, 2eop C X orazpb* CY.

Dowdd. Ustalmy pdélprosta A o poczatku w punkcie o oraz zbiory X, Y takie
jak w zalozeniach. Przyjmijmy X’ := A* U {0} U X. Zbiory X' oraz Y sa
niepuste, rozlaczne i sumuja sie do prostej L = L(A). Pokazemy, ze zbiory
X' oraz Y sa wypukle.

Przypu$émy, ze istniejg rézne punkty xi,zo € X' oraz punkt y € Y
takie, ze B(z1yxa). Wowcezas dla i € {1,2} zachodzi yT, = yb (w przypadku
z; € X wynika to z zalozenia B(oxy)). Stad mamy yzi = yb = yx3, co jest
sprzeczne z B(xiyzs). Zatem X' jest wypukly.
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Przypuéémy teraz, ze istnieja rézne punkty yi,y2 € Y oraz punkt x €
X' takie, ze B(y1xys). Wowezas (z wypuklodci polprostej A) jest z € X,
a nastepnie wobec zalozenia mamy 31:_@/1> = 70" = ac_yg, co jest sprzeczne

z B(y1xy2). Zatem Y jest wypukly.

Korzystajac z twierdzenia 2.31 istnieje punkt p lezacy na prostej L taki,
ze zbiory X’ oraz Y sa dopelniajacymi polprostymi o poczatku p. Wowcezas
punkt p lezy na pélprostej A, bo w przeciwnym razie jeden ze zbioréw X',
Y bylby zawarty w A* U {o}, co jest niemozliwe. Poniewaz o € X', wiec
p6 C X' oraz pb* C Y. Skoro op* = A*, toop C X. O

Twierdzenie 2.32.C Dany jest podzial odcinka ab na dwa zbiory X, Y
niepuste, sumujgce sie do ab i takie, ze dla wszystkich x € X, y € Y
zachodzi B(awxy). Wéwczas istnieje punkt p lezqcy na odcinku ab taki, ze
ap C X,pbC Y.

Dowdd. Ustalmy rézne punkty a, b oraz zbiory X, Y takie jak w zalozeniach.
Przyjmijmy Y’ := YU{b}Ua*. Zbiory X oraz Y’ sa niepuste i sumuja si¢ do
polprostej A = %. Spelnione sg zalozenia twierdzenia 2.31 dla pélprostej A
i zbioréw X, Y'. Istnieje punkt p lezacy na pélprostej A taki, ze ap C X oraz
m* C Y'. Punkt p lezy na odcinku ab, gdyz w przeciwnym razie ab C ap,
zbiér Y C Y’ N ab jest niepusty, a zbiory Y’ oraz a@p sa rozlaczne. Skoro
]ﬁ*:ﬁorazg%g%,toﬁgY. ]

Twierdzenie 2.33.C Dia danego kqta AB o wierzcholku o oznaczmy przez
K rodzine wszystkich pdtprostych lezgcych miedzy polprostymi A © B. Dany
jest podziat rodziny K na dwie rodziny X, Y niepuste, sumujgce sie do K
i takie, Ze dla dowolnych potprostych X € X, Y € Y zachodzi A — X —Y.
Wowczas istnieje potprosta P € K taka, Ze z warunku A — X — P wynika
X eX, azwarunku P—Y — B wynika Y € ).

Dowdd. Ustalmy pélproste A, B oraz rodziny X, ) takie jak w zalozeniach.
Wezmy punkt a lezacy na pélprostej A oraz punkt b lezacy na potprostej B.

Dzielimy odcinek ab na dwa zbiory
X* = {x cab: of € X},

Y*:={yecab: o € V}.
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Zbiory X* oraz Y* spelniaja zalozenia twierdzenia 2.32 dla odcinka ab.
Istnieje wiec punkt p lezacy na odcinku ab taki, ze ap C X*,pb C Y*.
Ktadac P := c?o, dostajemy szukana potprosta. ]

Twierdzenie 2.34.€ Dla danej pélplaszczyzny M o brzegu L i pélprostej A
0 poczgtku w punkcie o zawartej w L oznaczmy przez H rodzine wszystkich
polprostych o poczgthu w punkcie o zawartych w polplaszczyinie M. Dany
jest podziat rodziny H na dwie rodziny X, Y niepuste, sumujgce sie¢ do ‘H
1 takie, Ze dla dowolnych potprostych X € X, Y € Y zachodzi A — X —Y.
Wéwczas istnieje pélprosta P € H taka, Ze z warunku A — X — P wynika
X eX, azwarunku P—-Y — A* wynika Y € Y.

Dowdd. Ustalmy potplaszczyzne M, potprosta A oraz zbiory X', ) takie jak
w zalozeniach. Poniewaz zbiér ) jest niepusty, istnieje polprosta Yy € V.
Rozwazmy rodzine K wszystkich pétprostych lezacych miedzy potprostymi
A 1Y) oraz przyjmijmy V' = KN Y. Jedli rodzina ) jest pusta, to poélprosta
P := Y} spelnia zgdane warunki. Zal6zmy, ze rodzina )’ jest niepusta.
Rodziny X,)’ spelniaja zalozenia twierdzenia 2.33. Istnieje wiec pélprosta
P € K taka, ze z warunku A— X — P wynika X € X, a z warunku P—Y —Yj
wynika Y € ). Wéwczas z warunku P — Y — A* wynika P — Y — Yj lub
Y =Yy lub Yy — Y — A%, a w kazdym przypadku zachodzi Y € ). O

Twierdzenie 2.35.C Dia dowolnej pélprostej B i punktu a istnieje doklad-

nie jedna potprosta A o poczqtku a granicznie réwnolegta do B.

Dowdd. Ustalmy pélprosta B o poczatku w punkcie b oraz punkt a. Jesli
punkt a lezy na prostej L(B), to za A przyjmujemy pélprosta zgodnie zo-
rientowana z poélprosta B. Zalézmy wiec, ze punkt a nie lezy na prostej
L(B) i rozwazmy rodzine H wszystkich pélprostych o poczatku a, ktore
leza po tej samej stronie prostej ab, co poélprosta B. Rodzine H dzielimy
na dwa zbiory X, ) w ten sposob, ze do X zaliczamy te polproste, ktore
przecinaja B, za$ do Y te polproste, ktére nie przecinajg B. Dla dowolnych
péiprostych X € X, Y € Y zachodzi % — X —Y. Na mocy twierdzenia 2.34
istnieje polprosta A taka, ze dowolna pélprosta C spelniajaca % —-C-A
przecina B, za$ dowolna poétprosta D spelniajaca c@ — A — D nie przecina B.
Pozostaje wykazaé, ze polprosta A nie przecina pélprostej B. Przypu$émy,

ze poOlproste A i B maja punkt wspélny p. Istnieje wtedy punkt ¢ taki, ze
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B(bpq). Wéwczas pélprosta D := ag przecina B oraz zachodzi % —A-D,

co przeczy otrzymanej wiasnosci.

Jednoznaczno$é poétprostej A wynika z twierdzenia 2.28. O

Twierdzenie 2.36.C Dla dowolnej prostej L i punktu a istnieje (co najmniej

jedna) prosta réwnolegla do L i przechodzgca przez a.

Dowdd. Ustalmy prosta L oraz punkt a. Wezmy poélprosta B zawarta w L.
Na podstawie twierdzenia 2.35 istnieje potprosta A o poczatku w punkcie a
granicznie réwnolegla do potprostej B. Na mocy twierdzenia 2.27 polproste
A i B sa réwnolegle, a wiec w szczegblnosci proste L(A) i L = L(B) sa

rownolegte. O

2.9 Postulat o rownoleglych w geometrii uporzad-

kowania

Rozwazania tej sekcji dotycza teorii opartej na aksjomatach incydencji wraz
z pewnikiem Fuklidesa oraz aksjomatéw uporzadkowania. Nie korzystamy

przy tym z aksjomatu ciagloséci C1.

Twierdzenie 2.37.F Sposréd trzech prostych (parami) roztgcznych dwie

z nich lezg po roznych stronach trzeciej.

Dowdd. Ustalmy proste Ly, Ls, Ls parami roztaczne. Znajdzmy punkty a
i b lezace odpowiednio na prostych L; i Lo, a nastepnie poprowadzmy pro-
sta K przez a i b. Z aksjomatu rownolegtoéci R1 prosta K przecina prosta
L3 w pewnym punkcie c¢. Na podstawie aksjomatu B4 zachodzi B(abc) lub
B(bac) lub B(acb). W przypadku B(abc) proste Ly oraz Lz leza po réz-
nych stronach prostej Lo. W pozostatych przypadkach mamy analogiczne

zaleznosci. ]

Ponizsze twierdzenie méwi, ze (przy odpowiednich zalozeniach) rzuto-

wanie réwnolegle zachowuje relacje lezenia miedzy.

Twierdzenie 2.38.F Dane sq proste nieréwnolegle L oraz K oraz punkty a,

b, ¢ takie, ze B(abc) oraz wspdlna prosta tych punktow jest nieréwnolegla do
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K. Wowczas zachodzi B(a*b*c*), gdzie a*, b*, ¢* powstajq przez rzutowanie

rownolegle punktéw odpowiednio a, b, ¢ na prostg L w kierunku prostej K.

Dowdéd. Ustalmy proste L, K oraz punkty a, b, c takie jak zalozeniach.
Niech K, Ky, K. beda prostymi rownolegtymi do prostej K przechodzacymi
odpowiednio przez punkty a, b, c. Punkty a i ¢ leza po réznych stronach
prostej Kp, a z réwnolegtoéci proste K, i K. leza po réznych stronach Kjp.
W szczegblnosci punkty a* i ¢* lezg po roéznych stronach prostej K oraz
zachodzi B(a*b*c*). O

Twierdzenie 2.39.F Dia danej pélprostej A i punktu p istnieje dokladnie

jedna pdtprosta o poczgtku w p réwnolegla do A.

Dowdd. Ustalmy pélprosta A o poczatku w punkcie a oraz punkt p. Na
podstawie aksjomatu réwnoleglosci przez punkt p przechodzi doktadnie jed-
na prosta L réwnolegta do L(A). W przypadku L = L(A) dokladnie jedna
z pbélprostych o poczatku p zawartych w prostej L jest zgodnie zorientowana
z polprosta A, a w przypadku L(A) N L = () dokladnie jedna z p6iprostych
o poczatku p zawartych w L lezy po tej samej stronie prostej @, coA. O

Twierdzenie 2.40.F Relacja réwnoleglosci potprostych jest relacjg réwno-

wazinosct.

Dowdd. Zwrotnosé i symetria wynikaja bezposrednio z definicji. Dla dowo-
du przechodnio$ci ustalmy poétproste A, B, C o poczatkach odpowiednio
w punktach a, b, ¢ i zatézmy, ze A || B, B || C. Rozwazmy przypadki:

(a) L(A) = L(B). Woéwczas pélproste A 1 B sa zgodnie zorientowane,

a z twierdzenia 2.26 wynika, ze A || C.
(b) L(B) = L(C). Przypadek ten jest analogiczny do (a).

(c) L(A) = L(C) # L(B). Wowczas jezeli a = ¢, to A = C. Zalézmy
zatem, ze a # ¢, wezmy punkt p lezacy na polprostej B i rozwazmy

przypadki:

(i) ¢ € A. Wowczas z zalozenia A || B na mocy twierdzenia 2.23 do-
stajemy, ze Lacpb jest czworokatem wypuklym. W szczegdlnosci

punkty a i p leza po réznych stronach prostej ?c} Korzystajac
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z zalozenia B || C, dostajemy a € C*. Zatem pdlproste A i C sa

zgodnie zorientowane.

(ii) a € A*. Wéwezas z zalozenia A || B na mocy twierdzenia 2.24
dostajemy, ze Ucapb jest czworokatem wypuklym. W szczegdlno-
Sci punkty a i p leza po tej samej stronie prostej % Korzystajac
z zalozenia B || C, dostajemy a € C*. Zatem pélproste A i C sa

zgodnie zorientowane.

(d) Proste L(A), L(B), L(C) sa parami rézne. Wowczas prosta aé prze-
cina prosta L(B) w pewnym punkcie o'. Niech B’ bedzie pdlprosta
o poczatku b’ zawarta w L(B), ktéra jest zgodnie zorientowana z B.
Na podstawie twierdzenia 2.26 polproste A, B’ sg réwnolegle oraz pol-
proste B’, C' sa réwnolegle. Zatem polproste A i C obie lezg po tej

samej stronie prostej %, co polprosta B’.
O

Klasy abstrakcji wzgledem relacji réwnolegtosci pélprostych nazywamy
zwrotami.

Moéwimy, ze dwa zwroty £, &’ sa przeciwne, gdy istnieja poélproste A €
E, A" € &, ktore sa wzajemnie dopelniajace. Dla kazdego zwrotu istnieje
dokladnie jeden zwrot do niego przeciwny. Zwrot przeciwny do £ oznaczamy
E*. Zachodzi (£%)*.

Jako wniosek z twierdzenia 2.39 dostajemy, ze gdy & jest zwrotem oraz

o jest punktem, to istnieje dokladnie jedna pélprosta A € £ o poczatku o.

Twierdzenie 2.41.F Dane sq pélproste A, B o wspdlnym poczgtku oraz
pdlproste A', B o wspdlnym poczqtku, przy czym zachodzi A || A',B || B'.

Wowezas katy skierowane (A, B) oraz (A, B') sq zgodnie zorientowane.

Dowdd. Ustalmy pélproste A, B, A’, B’ takie jak w zalozeniach. Zauwazmy,
ze A = B wtedy i tylko wtedy, gdy A’ = B’, za$ A i B sa dopelniajace wtedy
i tylko wtedy, gdy A’ i B’ sa dopelniajace. Zalézmy zatem, ze L(A) # L(B)
oraz L(A") # L(B').

Gdy L(A) = L(A’), to poélproste A, A’ sa zgodnie zorientowane, a p6l-
proste B, B’ leza po tej samej stronie prostej L(A) = L(A") i wowczas
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O(A,B) = O(A,B’). Gdy L(B) = L(B'), to na podstawie udowodnionej

czesci mamy
O(A,B) =0O(B,A)" =0(B,A)*=0(A, B).
W przypadku ogdélnym z pewnika Euklidesa wynika, ze pélproste B oraz
A’ przecinaja sie w pewnym punkcie o. Niech A/ bedzie p6lprosta o poczatku
w punkcie o zgodnie zorientowang z poiprosta A’ i niech B, bedzie péiprosta

o poczatku o zgodnie zorientowang z potprosta B. Na podstawie udowod-

nionej czesci mamy

O(A,B) = O(4,, B,) = O(A', B).

Zadania. Udowodnij.

1. Pélproste sg rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy sa granicznie réwno-

legte.

2. Dla dowolnego kata, nie istnieje prosta zawarta w calosci w jego wne-

trzu.

3. Dla dowolnego punktu we wnetrzu kata, istnieje prosta przechodzaca

przez ten punkt, ktéra przecina oba ramiona kata.
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Rozdziat 3
Aksjomaty przystawania

Ostatnim pojeciem pierwotnym w teorii geometrii, ktéra opisujemy, sa rela-
cje przystawania. Pojecia prostej, relacji lezenia miedzy oraz przystawania
razem sa wystarczajace do wyrazenia pelnego (kategorycznego) ukladu ak-

sjomatéw geometrii euklidesowej, ale rowniez hiperboliczne;j.

Rozszerzamy dotychczasowa teorie geometrii uporzadkowania o relacje
przystawania — dwie relacje dwuargumentowe. Pierwsza to relacja =¢o przy-
stawania odcinkow okredlona na zbiorze odcinkéw. Druga to relacja =g przy-
stawania kgtow okredlona na zbiorze katow. Sg one oznaczane tym samym

symbolem =, gdy tylko nie prowadzi to do niejasnosci.

Uwaga. Zwracamy uwage, ze przyjeta przez na definicja kata odwoluje sie
do pojeé prostej i relacji lezenia miedzy. Podobnie (jak zobaczymy w tym
rozdziale) aksjomaty przystawania odwotuja sie do pojeé takich jak np. p6t-
prosta, poélplaszczyzna, czyli pojeé, o ktérych mozna twierdzi¢, ze popraw-
nos¢é ich definicji istotnie zalezy od aksjomatéw incydencji i uporzadkowania.
We wszystkich teoriach, w ktérych wystepuje pojecie przystawania katéow,
aksjomaty incydencji i uporzadkowania sg zakladane, wiec nie prowadzi to

do probleméw.!

!Takie problemy moglyby wystapié¢ na przyktad w sytuacji, gdy chcieliby$émy méwié
o niezalezno$ci ktérego$ z aksjomatéw (nazwijmy go A) incydencji lub uporzadkowania
od grupy aksjomatéw, wérod ktérych wystepuje aksjomat uzywajacy pojecia, ktérego po-
prawno$¢ definicji zalezy od aksjomatu A. Tego typu problem w istocie jest tylko pozorny,
bo kazda definicje daje sie sprowadzi¢ do takiej postaci, ze jest ona niezalezna od zadnych
aksjomatéw (chociaz czasem takie sprowadzenie mozna wykonaé¢ na kilka nieréwnowaz-

nych sposobéw).
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Oto aksjomaty przystawania:

P1. Relacje =p oraz =k sq relacjami réwnowaznosci (odpowiednio na zbio-

rze odcinkow i kqtow).

P2. Dla dowolnego odcinka pq i dowolnej pétprostej A o poczgtku w punkcie

o istnieje dokladnie jeden punkt a lezgcy na A taki, Ze oa = pq.

P3. Dla dowolnego kgta PQ, dowolnej polplaszczyzny M o brzegu L i do-
wolnej pdlprostej A o poczgtku w punkcie o zawartej w L istnieje dokladnie

jedna pélprosta B o poczgtku o zawarta w M taka, ze PQQ = AB.
P4. Jesli B(abe), B(aibicy) oraz ab = ajby, be = byey, to ac = ajeq.

P5. Jesli punkty a, b, ¢ sqg niewspotliniowe, punkty a1, by, c1 sq niewspotli-

niowe oraz ab = a1b1, bc = bicy, Labc = Za1bicy, to Lbac = Lbiaicy.

W tym rozdziale badamy konsekwencje aksjomatéw incydencji 11-13,
uporzadkowania B1-B9 oraz przystawania P1-P5. Kazdy model tej teorii
nosi nazwe plaszczyzny Hilberta.

Relacje =¢p przystawania odcinkéw w naturalny sposéb rozszerzamy na
zbiér wszystkich podzbioréw jednoelementowych i dwuelementowych (tzn.
dopuszczamy punkty réwne). Méwimy, ze ab =}, cd, gdy zachodzi jeden

z warunkow:
(A) a="boraz c=d.
(B) a # b,c # d oraz ab =¢ cd.

Poniewaz relacja ={, (w pewnym sensie) pokrywa si¢ z relacja przystawa-
nia odcinkéw =@, oznaczamy ja po prostu symbolem =p lub =, o ile nie

prowadzi to do niejasnosci.

Podobnie, rozszerzamy relacje przystawania katéw na zbiér wszystkich
par AB = {A, B} takich, ze A i B sa p6lprostymi o wspélnym poczatku.
Moéwimy, ze AB = CD, gdy zachodzi jeden z warunkéw:

(A) A=Boraz C =D.

(B) A= B* oraz C = D*.
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(C) L(A) # L(B), L(C) # L(D) oraz AB =k CD.

Podobnie jak w przypadku odcinkéw, zamiast =’ piszemy po prostu =g

lub =, o ile nie prowadzi to do niejasnosci.

Twierdzenie 3.1. Jesli B(abc), B(aibic1) oraz ab = aiby, ac = ajcy, to

bc = biey.

Dowod. Ustalmy punkty a, b, ¢, ay, b1, c1 takie jak w zalozeniach. Na mocy
aksjomatu P2 na pdlprostej ﬁ* istnieje punkt ¢ taki, ze bc’ = bic;. Wowcezas
B(abd), wiec na mocy aksjomatu P4 mamy ac’ = ayc1. Wtedy ac = aje; =
ac oraz c,c € ab. Stad na podstawie aksjomatu P2 mamy ¢ = ¢/, a wiec
bc = bicy. L]

Twierdzenie 3.2. Jesli B(ajbicy) oraz ac = ajcy, to istnieje (dokladnie

jeden) punkt b taki, ze B(abc) oraz ab = a1by, be = bicy.

Dowdd. Ustalmy punkty a, ¢, a1, by, ¢ takie jak w zalozeniach. Na pélpro-
stej at znajdujemy na podstawie aksjomatu P2 punkt b taki, ze ab = a1b;.
Nastepnie ponownie na mocy aksjomatu P2 znajdujemy na potprostej ﬁ*
punkt ¢ taki, ze bc’ = byc;. Wéwezas B(abc') i na podstawie aksjomatu P4
dostajemy ac’ = ajc;. Mamy ac’ = ajc; = ac oraz ¢, € ab. Stad na mocy
aksjomatu P2 otrzymujemy c = ¢/.

Jednoznaczno$¢ punktu b wynika z aksjomatu P2. O

Méwimy, ze trojkaty Aabe oraz Aaibicy sa przystajgce, co zapisujemy
Aabe = Aaibicy, gdy ab = ay1by, be = bicy, ac = aqc1, Lbac = Zbiajcy,
Zabc = Za1bycq oraz Lach = Zajc1by.

Uwaga. Przystawania trojkatéw w sensie powyzszej definicji nie nalezy my-
li¢ z (w pewnym sensie ogdlniejszym) pojeciem przystawania dowolnych fi-
gur. Méwimy, ze figury £ C P, F C P sa przystajgce, gdy istnieje bijekcja
f + E — F taka, ze dla dowolnych punktow p,q € E zachodzi warunek
pq = f(p)f(q). Jak mozna si¢ spodziewaé (chociaz na razie tego nie dowo-
dzimy), przystawanie trojkatéw w sensie pierwszej definicji jest réwnowaz-
ne przystawaniu figur powstalych na bazie trojkata takich jak domkniecie,
wnetrze, brzeg lub zbiér (tréjelementowy) zlozony z wierzcholkéw danego

trojkata.
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Ponizsze twierdzenie wzmacnia aksjomat P5 — jest to tzw. cecha przy-

stawania bok-kat-bok.

Twierdzenie 3.3 (Cecha przystawania b-k-b). Dane sq¢ punkty niewspdl-
lintowe a, b, ¢ oraz punkty niewspotliniowe ay, by, c1. Jesli ab = aqby,

bec = bicy oraz Labe = Zaibicq, to Nabe = Naibicy.

Dowdéd. Ustalmy punkty a, b, ¢ oraz punkty aj, by, c¢; takie jak w zalo-
zeniach. Wobec aksjomatu P5 mamy Zbac = Zbjajc; oraz ze wzgledu na
symetrie zalozen takze Zach = Zajc1b;. Na mocy aksjomatu P2 na pétpro-
stej at istnieje punkt ¢’ taki, ze ac’ = ajc1. Z aksjomatu P5 zastosowanego do
trojkatéw Aabc’ oraz Aaibic; dostajemy Zabd = Zaibic; = Zabe. Stad wo-
bec aksjomatu P3 (a dokladnie cze$ci méwiacej o jednoznacznosci) b—c> = Q .
W szczegdlnosci % = ??, wiec na podstawie aksjomatu I2 mamy ¢ = ¢/,

a zatem ac = ajcy. O

Twierdzenie 3.4 (Cecha przystawania k-b-k). Dane sq¢ punkty niewspdl-
lintowe a, b, ¢ oraz punkty niewspotliniowe a1, by, ci1. Jesli ab = aqby,

Zabe = ZLarbier oraz Lbac = Zbiaqcy, to Aabe = Aaibicy.

Dowdd. Ustalmy punkty a, b, ¢ oraz punkty a1, b1, c; takie jak w zaloze-
niach. Z aksjomatu P2 na polproste;j b_c> istnieje punkt ¢’ taki, ze bd’ = bicy.
Na podstawie aksjomatu P5 zastosowanego do tréjkatow Aabc’ oraz Aaqbycy
dostajemy Zbac' = Zbjaic; = Lbac. Stad wobec aksjomatu P3 (a dokladnie
czesSci mowiacej o jednoznacznoscei) at = c@ . W szczegdlnosei od = a? , wiec
na podstawie aksjomatu I2 mamy ¢ = ¢/, a zatem bc = bic;. Na podstawie

cechy przystawania b-k-b jest Aabc = Aaibicy. O
Twierdzenie 3.5. Kqty przylegle do kgtow przystajgcych sq przystajgce.

Dowdd. Ustalmy katy przystajace AB oraz A;B; o wierzchotkach odpo-
wiednio w punktach o oraz oy. Z aksjomatu P2 na polprostych A, B, A*,
Ay, By, A leza odpowiednio punkty a, b, ¢, a1, b1, ¢ takie, ze oa = o01a1,
ob = 01b; oraz oc = o01c;. Wowczas na mocy cechy przystawania b-k-b
mamy Aoab = Aojai1by, w szczegdlnosci ab = a1b; oraz Zcab = Zoab =
Zora1by = Zciai1by. Ponadto na mocy aksjomatu P4 mamy ac = aqcq,

wiec na mocy cechy b-k-b dostajemy Aabc = Aaibic;. W szczegdlnosci
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bc = bicy oraz Loch = Zachb = Zayjciby = Zoiceibi. Na mocy cechy b-k-b
mamy Aobc = Ao1bicy, wiec A*B = Zcob = Zcio1by = A} B;. ]

Twierdzenie 3.6. Kqty wierzcholkowe sq przystajgce.

Dowdd. Ustalmy katy wierzchotkowe AB oraz A*B*. Katy A*B, AB sa
przylegle i podobnie katy A*B, A*B* sa przylegle. Poniewaz A*B = A*B,

wiec teza wynika z twierdzenia 3.5. O

Twierdzenie 3.7. Dane sq kqty przystajoce AB, A1B1 o wierzcholkach
odpowiednio o, o1 oraz pétprosta C o poczgtku o1, przy czym zachodzi A*B =
CBy oraz pélproste Ay, C lezg po réznych stronach prostej L(By). Wowczas
katy A1B1, CB; sq przylegle tzn. C' = Aj.

Dowdd. Ustalmy pétproste A, B, A1, By oraz C takie jak w zalozeniach. Na
mocy twierdzenia 3.5 zachodzi A*B = A]B;. Stad wobec zalozenia A*B =
C By mamy AjB; = CB;. Ponadto pélproste A} i C leza po tej samej stronie
prostej L(B1). Zatem na podstawie aksjomatu P3 jest C' = Aj. O]

Twierdzenie 3.8. Dane sq¢ polproste A, B, C o wierzchotku o i pdlproste
A1, By, C1 o wierzchotku oy takie, zZe zachodzi A — B — C, natomiast A;
i C1 lezg po réznych stronach prostej L(Bi). Jesli ponadto AB = A1 By,
BC = B1Cq, to Ay — By — Cy oraz AC = A1Cy.

Dowdd. Ustalmy pdiproste A, B, C, Ay, By, C; takie jak w zaloZeniach.
7 zalozenia A — B — (' istnieja punkty a, b, ¢ lezace odpowiednio na péi-
prostych A, B, C takie, ze B(abc). Na podstawie aksjomatu P2 istnieja
punkty aj, by, ¢1 lezace odpowiednio na poiprostych A;, Bi, Cp takie,
ze oa = o1a1, ob = o01b1, oc = o01c1. Na mocy cechy przystawania b-
-k-b zachodzi Aoab = Aoja1b; oraz NAobc = ANoibici. W szezegdlnosci
Zoba = Zoibiay oraz Lobc = Zoibicy, katy Zoba oraz Zobc sa przylegte,
a polproste lTal> , lrci leza po réznych stronach prostej L(Bp). Zatem na
podstawie twierdzenia 3.7 zachodzi B(aibici) i takze A; — By — Cy. Po-

niewaz ab = ai1by oraz bc = bicy, wiec na mocy aksjomatu P4 zachodzi

ac = ajc;. Mamy Zoac = Zoab = Zojai1by = Zoiajci, wiec na mocy
cechy przystawania b-k-b dostajemy Aoac = Aojaici i w szczegdlnosci
AC = Zaoc = 4@10101 = A1Cl. ]
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Jako wniosek z twierdzenia 3.8 otrzymujemy wlasno$¢ analogiczna do
aksjomatu P4 dla katéw tzn. jeSli A, B, C, Ai, By, Ci sa pdiprostymi,
zachodzi A — B — C, Ay — By — C1 oraz AB = A1B1, BC = B(4, to
AC = A0,

Twierdzenie 3.9. Jesli A, B, C, Ay, By, Ci sq pdlprostymi takimi, Ze
zachodzi A— B — C, Ay — By — Cq oraz AB = A1B1,AC = A.(C4, to
BC = BlC’l.

Dowdd. Ustalmy pdiproste A, B, C, A;, By, C; takie jak w zalozeniach.
Na mocy aksjomatu P3 w tej péiplaszczyZnie o brzegu L(B), w ktérej jest
zawarta pOlprosta C, istnieje pdlprosta C’ taka, ze B1C; = BC’'. Wowczas
pélproste A i C leza po réznych stronach prostej L(B). Na mocy twierdzenia
3.8 zachodzi A — B — C' oraz AC' = A;C; = AC. Ponadto pélproste C i C’
leza po tej samej stronie prostej L(A). Zatem na mocy aksjomatu P3 mamy
C = (', a wiec BC = B1C;. dJ

Twierdzenie 3.10. Jesli A, C, Ay, By, Cy sq pélprostymi takimi, Ze za-
chodzi Ay — By — C1 i AC = A1C1, to istnieje (dokladnie jedna) pélprosta
B taka, 2e A— B — C oraz AB = A1B1, BC = B1(.

Dowdd. Ustalmy pdiproste A, C, Ay, By, Cp takie jak w zalozeniach. Na
mocy aksjomatu P3 w pélplaszczyZznie o brzegu L(A), w ktérej lezy pdlpro-
sta C, istnieje pélprosta B taka, ze AB = A;B;. Dalej w polplaszczyznie
o brzegu L(B), w ktérej nie lezy pdlprosta A, istnieje polprosta C” taka, ze
BC' = B1C4. Polproste A i C' leza po réznych stronach prostej L(B), wiec
na podstawie twierdzenia 3.8 zachodzi A — B — C’ oraz AC' = A1C = AC.
Poniewaz pélproste C' i C’ leza po tej samej stronie prostej L(A), wiec na
mocy aksjomatu P3 zachodzi C = C’ i B jest szukana pOlprosta. Jedno-

znacznos¢ wynika z aksjomatu P3. O

Trojkat nazywamy réwnoramiennym, gdy ma on pewne dwa boki przy-

stajace. Tréjkat, ktéry nie jest réwnoramienny, nazywamy réznobocznym.

Twierdzenie 3.11 (Pons asinorum). W trdjkqgcie Nabe, zachodzi ac = be

wtedy 1 tylko wtedy, gdy Zcab = cba.

Dowdd. Ustalmy punkty niewspotliniowe a, b, c.
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Jesli ac = be, to (poniewaz Zach = Zbea) mamy Zach = Zbeca i na
mocy cechy przystawania b-k-b zachodzi Aabe = Abac, czyli w szczegdlnosci
Zcab = cba.

Jesli Zeab = cba, to (poniewaz ab = ba) mamy ab = ba i na mocy
cechy przystawania k-b-k zachodzi Aabc = Abac, czyli w szczegdlnodci ac =
be. O

Twierdzenie 3.12. Dla danego tréjketa Narbicy, danej péiplaszczyzny M
i punktow a, b leZgcych na brzegu M takich, Ze ab = a1by istnieje dokiadnie

jeden punkt c lezgcy w M taki, Ze Nabec = Naibiey.

Dowdd. Ustalmy punkty aq, b1, c1, a, b i potplaszczyzne M takie jak w zalo-
zeniach. Na mocy aksjomatu P3 w poélplaszczyznie M istnieje potprosta C
o poczatku a taka, ze EC’ = /biaqc1. Na mocy aksjomatu P2 na péiprostej
C istnieje punkt c taki, ze ac = aijc;. Wowcezas Zbjaic; = Zbac i na mocy
cechy przystawania b-k-b zachodzi Aabc = Aaibicy.

Dla dowodu jednoznaczno$ci zalézmy, ze istnieja dwa punkty c, ¢’ lezace
w M takie, ze Aabc = Aayibicy oraz Aabd = Aaibici. Wowezas Lbac =
Zbiaic; = Zbad, wiec na mocy aksjomatu P3 jest at = c;z. Ponadto ac =

aic1 = ac’, zatem na mocy aksjomatu P2 jest ¢ = ¢. O

Twierdzenie 3.13 (Cecha przystawania b-b-b). Dane sq punkty niewspdl-
liniowe a, b, ¢ oraz punkty niewspdtliniowe ay, by, c¢1. Jesli ab = aqby,

ac = aicy, be = bicy, to Aabe = Aarbicy.

Dowod. Ustalmy punkty a, b, ¢, a1, b1, c1 takie jak w zatozeniach. Pokazemy,
ze Zach = Zaypc1by, co wobec cechy przystawania b-k-b zakonczy dowdd.
Korzystajac z twierdzenia 3.12 w pdlplaszczyznie o brzegu %, w ktoérej nie
lezy punkt c, istnieje punkt ¢’ taki, ze Aabd = Aaybic;. Odcinek ¢ ma

—
punkt wspdlny o z prosta ab. Rozwazmy nastepujace przypadki:

(a) 0o = a. Wowczas z twierdzenia 3.11 mamy Zach = Zdcb = ZLedb =
Zacb = Zajciby.

(b) o =b. Wéwczas dowdd przebiega analogicznie jak w punkcie (a).

(c) B(aob). Woéwczas z twierdzenia 3.11 mamy Zochb = Zcd'chb = Zedb =

Zod'b i analogicznie Zoca = Zocda. Poniewaz ¢4 — ¢b — &b oraz da —
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- =
o — b, wiec na podstawie twierdzenia 3.8 zachodzi Zach = Zacd'b =
4alclb1.

(d) B(oab). Wéwezas z twierdzenia 3.11 mamy ZLocb = Zc'cb = Zed'b

—
Zocb i analogicznie Zoca = Zoca. Poniewaz ¢ — cd — b oraz &

O_
'h =

— =
cda — b, wiec na podstawie twierdzenia 3.9 zachodzi Zach = Zac

Zalclbl.
(e) B(abo). Wéwczas dowdd przebiega analogicznie jak w punkcie (d).
O

Twierdzenie 3.14. Kqt AB o wierzchotku o przystaje do kgta A1 By o wierz-
chotku o1 wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg punkty a, b, a1, b1 odpowiednio

na polprostych A, B, Ay, By takie, Ze oa = o1a1, ob = 01b1 oraz ab = a1b;.

Dowdd. Zaldézmy, ze kat AB o wierzcholku o przystaje do kata A; By o wierz-
chotku o;. Na mocy aksjomatu P2 istnieja punkty a, b, a1, by odpowiednio
na pélprostych A, B, Ay, By takie, ze oa = o1a; oraz ob = 01b1. Na mocy
cechy przystawania b-k-b zachodzi Aoab = Aoja1by, skad wynika ab = a1b;.

Na odwrot, zatézmy, ze istnieja punkty a, b, a1, by odpowiednio na péi-
prostych A, B, A;, By takie, ze oa = o1a1, ob = 01by oraz ab = aib;.
Wéwcezas na mocy cechy przystawania b-b-b Aaob = Aaj01b1, skad wynika
AB = Zaob = Zajo1by = A1 B;. ]

Uwaga. Twierdzenie 3.14 daje pewna charakteryzacje pojecia pierwotnego
przystawania katéw, ktoére odwoluje sie jedynie do innych pojeé pierwot-
nych. Oznacza to, ze mozna alternatywnie zbudowaé teorie (réwnowaznag),
gdzie charakteryzacja ta bytaby przyjeta jako definicja pojecia przystawania
katéw. Nalezaloby przy tym takze zmodyfikowaé aksjomaty.
Zadania. Udowodnij.

1. Dane sg punkty a, b, ¢, d, a1, b1, c1, di takie, ze a, b, ¢ sa niewspotli-

niowe, a1, b1, ¢1 sa niewspoltliniowe, B(bad), B(bja1dy) oraz ab = a1 by,

bc = bicy, ac = ajcy, ad = ardy. Wowcezas zachodzi cd = cd;.

2. Dane sg punkty wspotliniowe o, a, o', a’ takie, ze oa = o’a’ oraz potpro-
ste 04, o'd’ sa zgodnie zorientowane. Wowczas 00’ = aa’ oraz polproste

—
00', ad’ sa zgodnie zorientowane.
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3.1 Relacje mniejszosci dla odcinkéw i katow

Moéwimy, ze odcinek ab jest mniejszy od odcinka cd, co zapisujemy ab < cd,

gdy istnieje punkt p taki, ze zachodzi B(cpd) oraz ab = cp.
Twierdzenie 3.15. Jesli ab=cd i cd < ef, to ab < ef.

Dowdd. Ustalmy punkty a, b, ¢, d, e, f takie jak w zalozeniach. Wowczas
istnieje punkt p taki, ze B(epf) oraz c¢d = ep. Wtedy zachodzi ab = cd = ep,
a wiec ab < ef. O

Twierdzenie 3.16. Jesli ab < cd i cd = ef, to ab < ef.

Dowdd. Ustalmy punkty a, b, ¢, d, e, f takie jak w zalozeniach. Wowczas
istnieje punkt p taki, ze B(cpd) oraz ab = cp. Na podstawie twierdzenia 3.2
istnieje punkt ¢ taki, ze B(eqf) oraz eq = cp. Wtedy zachodzi ab = cp = eq,
a wiec ab < ef. O

Uwaga. Dla poprawnosci definicji pojecia mniejszosci odcinkéw nalezatoby
przeprowadzi¢ dowdd, ze definicja zaleznosci ab < cd nie zalezy od wyboru
kolejnosci punktéw ¢ i d (gdyz c¢d = dc). Dowdd ten jest identyczny jak

dowdd twierdzenia 3.16 i dlatego go pominelismy.

Twierdzenie 3.17. Jesli ab < cd i cd < ef, to ab < ef.

Dowdd. Ustalmy punkty a, b, ¢, d, e, f takie jak w zalozeniach. Wowczas
istnieje punkt p taki, ze zachodzi B(epf) oraz cd = ep. Na mocy twierdzenia
3.16 jest ab < ep, wiec istnieje punkt ¢ taki, ze B(egp) oraz ab = eq. Wtedy
zachodzi B(egpf), a wiec w szczegblnosci ab < ef. O

Twierdzenie 3.18. Dla dowolnych odcinkéw ab oraz cd zachodzi ab < cd
albo® ab = cd albo cd < ab.

%
Dowdd. Ustalmy odcinki ab oraz cd. Znajdzmy na poétprostej cd punkt p
taki, ze ab = c¢p. Jesli B(epd), to zachodzi ab < cd. Jedli p = d, to ab = cd.
Jesli za$ B(cdp), to ed < c¢p = ab, wiec na mocy twierdzenia 3.16 zachodzi

cd < ab.

2W tym kontekécie stowo albo oznacza, ze zachodzi dokladnie jeden z podanych wa-

runkéw.
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Przypu$émy teraz, ze zachodzi ab < ab. Istnieje punkt p taki, ze B(apb)
oraz ap = ab. Z aksjomatu P2 zastosowanego do pélprostej % = @ dosta-
jemy p = b, co jest sprzeczne z B(apb).

Gdyby zachodzily jednoczeénie dwa z warunkéw ab < cd, ab = cd oraz
cd < ab, to wobec twierdzen 3.15, 3.16 oraz 3.17 zachodziloby ab < ab, co

jak pokazaliémy jest niemozliwe. O

Istnieje nastepujaca prosta zaleznos¢ miedzy punktami lezacymi na jed-
nej poétprostej: Jedli punkt a i b lezg na poétprostej o poczatku o, to zachodzi
oa < ob wtedy i tylko wtedy, gdy B(oab).

Méwimy, ze kat AB jest mniejszy od kata C' D, co zapisujemy AB < CD,
gdy istnieje pélprosta P taka, ze C — P — D i AB = CD. Podobnie jak dla
odcinkéw, aby powyzsza definicja byla poprawna nalezy pokazaé, ze nie
zalezy ona od wyboru kolejnosci pétprostych C, D.

Ponizej prezentujemy twierdzenia dotyczace relacji mniejszosci katéw

analogiczne do twierdzen 3.15, 3.16, 3.17 oraz 3.18. Dowody pozostawiamy

czytelnikowi.

Twierdzenie 3.19. Jesli AB=CD i CD < EF, to AB < EF. O
Twierdzenie 3.20. Jesli AB < CD i CD = EF, to AB < EF. O
Twierdzenie 3.21. Jesli AB<CD iCD < EF, to AB < EF. O

Twierdzenie 3.22. Dia dowolnych kqtow AB oraz CD zachodzi AB < CD
albo AB = CD albo CD < AB. O

Dla relacji mniejszosci katow mamy nastepujaca zaleznosé: Jesli potpro-
ste A, B i P maja wspoélny poczatek, przy czym A i B lezg po tej samej stro-
nie prostej L(P), to zachodzi P— A— B wtedy i tylko wtedy, gdy PA < PB.

Jedli a # b, to $rodkiem odcinka ab nazywamy punkt p lezacy na prostej

—
ab taki, ze ap = bp.
Twierdzenie 3.23. Jesli p jest Srodkiem odcinka ab, to zachodzi B(apb).

Dowdd. Ustalmy punkty a, b i p takie jak w zalozeniach. Wowczas p # a
oraz p # b, bo w przeciwnym wypadku wobec ap = bp byloby a = b. Na
mocy aksjomatu B4 zachodzi B(pab) lub B(apb) lub B(abp). Gdyby B(pab)
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lub B(abp), to byloby odpowiednio ap < bp lub bp < ap, co jest sprzeczne
z ap = bp. Zatem B(apb). O

Twierdzenie 3.24. Dowolny odcinek ma co najwyzej jeden Srodek.

Dowdéd. Ustalmy odcinek ab i przypus$émy, ze punkty p oraz p’ sa réznymi
srodkami odcinka ab. Wobec twierdzenia 3.23 zachodzi B(apb) oraz B(ap’)b.
Na podstawie twierdzenia 2.5 zachodzi B(app'b) lub B(ap'pb). W pierwszym
przypadku mamy ap < ap’ = bp’ < bp = ap, co jest niemozliwe. W drugim
przypadku postepujemy analogicznie. O

Gdy AB jest katem, to dwusieczng kata AB nazywamy polprosta P taka,
ze A, B, P sg zgodne oraz AP = BP. Ponizej prezentujemy twierdzenia
analogiczne do twierdzen 3.23 oraz 3.24 dotyczace dwusiecznych. Dowody

pozostawiamy czytelnikowi.

Twierdzenie 3.25. Jesli P jest dwusieczng kgta AB, to zachodzi A — P —
B. O

Twierdzenie 3.26. Dowolny kgt ma co najwyziej jedng dwusieczng. O

3.2 Srodek odcinka, twierdzenie o kacie zewnetrz-

nym, przystawanie katéw naprzemianleglych
Twierdzenie 3.27. Dowolny odcinek ma dokladnie jeden Srodek.

Dowdd. Ustalmy odcinek ab. Istnieje punkt p, ktory nie lezy na prostej %.
Wobec twierdzenia 3.12 istnieje punkt ¢ taki, ze Aabp = Abagq, przy czym
punkty p i g leza po réznych stronach prostej %. Odcinek pq przecina prosta
% = 7 U % w pewnym punkcie o. Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze o €
%. Wéwczas Zpao = Zpab = Zgba oraz Zqao = Zqab = Zpba. Wobec
twierdzenia 3.8 zachodzi @ - % - E;, a wiec odcinek pg przecina poltprosta
£ tzn. punkt o lezy na polprostej @, a co za tym idzie na odcinku ab.
Na podstawie cechy przystawania b-b-b mamy Apga = Agpb. Stad Zapo =
Zapq = Lbgp = Zbqo, a poniewaz takze Zpao = Zgba = Zqbo oraz pa =
gb, wiec na podstawie cechy przystawania k-b-k dostajemy Apao = Agbo.

Zatem o jest érodkiem odcinka ab.
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Jednoznaczno$é wynika z twierdzenia 3.24. O

Twierdzenie 3.28. W trijkgcie kqt zewnetrzny jest wiekszy od kgta we-

wnetrznego do niego nieprzylegiego.

Dowdd. Ustalmy trojkat Aabe. Wykazemy, ze kat zewnetrzny ai*% przy
wierzchotku c¢ jest wiekszy od kata Zabc. Niech o bedzie srodkiem odcinka bc
(istnieje on na mocy twierdzenia 3.27) i niech d bedzie punktem na péiproste;j
ot* takim, ze oa = od. Katy Zaob oraz Zdoc sa wierzchotkowe, wiec na mocy
cechy przystawania b-k-b mamy Aaob = Adoc. Zachodzi ¢4 — ¢6 — ZZ, wiec
na mocy twierdzenia 2.16 jest b — &f — " Mamy zatem Zabc = Zabo =

Jdco < T = wtob. 0

Twierdzenie 3.29. Dane sq pdlproste A i B o poczgtkach odpowiednio
w (réznych) punktach a i b takie, Ze A i B lezq po réinych stronach prostej
— —

ab. Jesli abA = baB, to proste L(A) i L(B) sq réwnolegle.?

Dowdd. Ustalmy pdlproste A i B o poczatkach odpowiednio w punktach a
i b takie jak w zalozeniach. Przypusémy, ze proste L(A) i L(B) przecinaja
sie w punkcie c. Wowczas punkt c lezy po tej samej stronie prostej %, co
polprosta A lub pétprosta B. Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze punkt ¢ lezy na
pélprostych A oraz B*. Kat @B jest katem zewnetrznym w tréjkacie Aabe
nieprzyleglym do kata Zbac = %A. Stad wobec twierdzenia 3.28 zachodzi

— . .
abA < baB, co jest sprzeczne 7z zalozeniem. O

Poniewaz katy wierzchotkowe sa przystajace, wiec jako wniosek z twier-
dzenia 3.29 dostajemy, ze jesli katy odpowiadajace sa przystajace, to odpo-
wiednie proste sg réwnolegle.

Zaprezentujemy teraz alternatywne dowody trzech powyzszych twier-
dzen w innej kolejnosci. Ponizszy dowdd twierdzenia 3.29 nie korzysta
z twierdzen 3.27 ani 3.28.

Dowdéd twierdzenia 8.29. Ustalmy pélproste A i B o poczatkach odpowied-
nio w punktach a i b takie jak w zalozeniach. Przypus$émy, ze proste L(A)

i L(B) przecinaja si¢ w punkcie ¢. Wéwezas punkt ¢ lezy po tej samej stronie

3Teze mozna wypowiedzieé réwnowaznie: Jedli katy naprzemianlegle wewnetrznie sa

przystajace, to odpowiednie proste sa réwnolegte.
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prostej %, co pbiprosta A lub pélprosta B. Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze
punkt ¢ lezy na pétprostych A oraz B*. Na polprostej B istnieje punkt ¢’ ta-
ki, ze bc’ = ac. Na mocy cechy przystawania b-k-b dostajemy Abac = Aabc/,
skad wynika Zabc = Zbac’. 7 drugiej strony katy Zabc oraz Zabc' sa przy-
legte, a polproste at i c@ leza po réznych stronach prostej %. Na mocy
twierdzenia 3.7 katy Zbac i Zbac' sa przylegle tzn. punkty c, a, ¢ sg wspol-
liniowe. Wtedy punkty a i b leza na prostych % oraz cc', a wiec a = b, co

przeczy zalozeniu. O

Ponizszy alternatywny dowdd twierdzenia 3.28 nie korzysta z twierdzenia
3.27, ale z twierdzenia 3.29.

Dowdd twierdzenia 3.28. Ustalmy tréjkat Aabc. Wykazemy, ze kat ze-
wnetrzny @*E przy wierzcholku c jest wiekszy od kata Zabec. Przypusé-
my nie wprost, ze @*Z < Zabc lub a%*% = Zabc. Istnieje pélprosta P
o poczatku w punkcie b taka, ze @*2 = b_c>P, przy czym % — P - b_c> lub
P = %. Pélprosta P przecina odcinek ¢a lub przechodzi przez punkt a.
7 drugiej strony wobec twierdzenia 3.29 proste L(P) oraz L(cd™) = 4é sa

rownolegle. Otrzymalidémy sprzecznosé. O
Ponizszy alternatywny dowdd twierdzenia 3.27 korzysta twierdzenia 3.29.

Dowdd twierdzenia 3.27. Ustalmy odcinek ab. Istnieje punkt p, ktory nie le-
7y na prostej %. Wobec twierdzenia 3.12 istnieje punkt ¢ taki, ze Aabp =
Abagq, przy czym punkty p i ¢ leza po réznych stronach prostej %. Mamy
Zabp = Zbaq oraz Lbap = Zabq, wiec z twierdzenia 3.29 wynika, ze proste
W i ?q sa rownolegle oraz proste ?p) i ﬁ sa rownolegle. W szczegdlnosci
Uapbq jest czworokatem wypuklym i jego przekatne sie przecinaja tzn. ist-
nieje punkt o taki, ze B(aob) oraz B(poq). Dalej dowdd przebiega identycznie

jak wczesniej. O

Jako wniosek z twierdzenia 3.29 otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.30. Dla dowolnej prostej L i punktu p istnieje (co najmniej

jedna) prosta réwnolegla do L i przechodzgca przez p.

Dowdd. Ustalmy prosta L i punkt p, przy czym mozemy zalozy¢, ze p nie lezy

na L. Wezmy dowolng poltprosta A o poczatku w punkcie a zawarta w prostej
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L. 7 aksjomatu P3 istnieje polprosta P o poczatku w punkcie p taka, ze
A@ = P}ﬁ, przy czym pdiproste P i A leza po réznych stronach prostej
@p. Na mocy twierdzenia 3.29 proste L = L(A) oraz L(P) sa réwnolegte. [

Srodkowq tréjkata Aabe opuszczong z wierzchotka a na bok be nazywamy

odcinek as, gdzie s jest srodkiem boku bc.

Zadania. Udowodnij.

1. Kazdy kat ma dokladnie jedng dwusieczna.

2. Dane sg punkty wspotliniowe o, a, o/, a’. Wéwczas érodek odcinka oa’
pokrywa sie ze srodkiem odcinka o'a wtedy i tylko wtedy, gdy oa = o'd’

—
oraz pélproste od, o'a’ sa zgodnie zorientowane.

3. W tréjkacie réwnoramiennym $rodkowe opuszczone na przystajace bo-

ki sa przystajace.

4. W trojkacie réwnoramiennym dwusieczne? opuszczone na przystajace

boki sg przystajace.

5. Trojkat jest réwnoramienny wtedy i tylko wtedy, gdy srodkowa pokry-

wa si¢ z dwusieczna.

3.3 Zaleznosci w trdjkatach

Twierdzenie 3.31. W trgjkqgcie Nabe zachodzi Zbac < Zabc wtedy i tylko
wtedy, gdy bc < ac.

Dowod. Ustalmy punkty niewspoélliniowe a, b, c.

Zalézmy najpierw, ze zachodzi bc < ac. Z definicji relacji mniejszosci
odcinkéw istnieje punkt p taki, ze B(cpa) oraz bc = cp. Wowczas tréjkat
Acbp jest réwnoramienny, wiec Zcbp = cpb. Ponadto z B(cpa) wynika, ze
Zabe > Zpbe, a z twierdzenia o kacie zewnetrznym w trojkacie Aapb mamy

Zbac < Zepb. Zatem Zbac < Zepb = Zcebp < ZLabe.

Moéwiac doktadniej, mamy na mysli odcinki zawarte w dwusiecznych katéw wewnetrz-

nych.
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Zalbézmy teraz, ze zachodzi Zbac < Zabe. Na mocy twierdzenia 3.18 jest
bc < ac albo bc = ac albo bc > ac. Gdyby bylo bc = ac, to mielibySmy
Zbac = Zabce, co jest sprzeczne z zalozeniem. Gdyby zas bc > ac, to na
mocy udowodnionej czeséci byloby Zbac > Zabe, co réwniez jest sprzeczne

z zalozeniem. Zatem bc < ac. O

Twierdzenie 3.32 (Cecha przystawania b-k-k). Dane sq¢ punkty niewspdt-
lintowe a, b, ¢ oraz punkty niewspolliniowe ai, by, ci1. Jesli ab = aqby,
Zabc = Zaibicr, Zach = Zajerby, to Aabe = Aaqrbic.

Dowdd. Ustalmy punkty a, b, ¢, a1, b1, c1 takie jak w zalozeniach. Istnieje na
pélprostej b_c> punkt ¢’ taki, ze bc’ = bicy. Na mocy cechy przystawania b-k-b
zachodzi Aabc = Aaibicy. Zatem Zac'b = Zajciby = Zach. Poniewaz ¢ €
b_c>, wiec zachodzi B(bec’) albo ¢ = ¢’ albo B(bc'c). Przypu$émy nie wprost,
ze zachodzi B(becd'). Wéwezas kat Zach jest katem zewnetrznym trdjkata
Aacc nieprzyleglym do kata Zac'c, wiee z twierdzenia o kacie zewnetrznym
mamy Zach > Zac'c = Zac'b = Zach, co jest niemozliwe. Przypuszczenie
B(bd'¢) prowadzi do sprzecznosci w sposob analogiczny. Zatem mamy ¢ = ¢/
oraz Aabc = Aaybicy. ]

Uwaga. Mogloby sie wydawaé, ze powyzsza ceche przystawania b-k-k daje
sie tatwo udowodnié¢ przez stwierdzenie, ze trzeci kat tréjkata jest wyzna-
czony jednoznacznie przez dwa pozostale, a nastepnie skorzystanie z cechy
k-b-k. Takie rozumowanie korzysta jednak z twierdzenia geometrii euklide-
sowej o sumie katéow w trojkacie, a to twierdzenie nie wynika z dotychczas
wprowadzonych przez nas aksjomatéw®. Z tych powodéw cecha przystawania

b-k-k zastuguje na osobne traktowanie.

Twierdzenie 3.33. Dane sq tréjkgty Aabc i Naibicy takie, Ze ab = a1b;
oraz bec = bicy. Wowcezas zachodzi Zabe > Za1bicy wtedy @ tylko wtedy, gdy

ac > ajcy.

Dowod. Ustalmy punkty a, b, ¢, a1, b1, ¢ takie jak w zatozeniach.
Zalézmy najpierw, ze Zabc > Zaibici. Z definicji relacji mniejszosci

%
katéw istnieje pdiprosta A o poczatku w punkcie b taka, ze zachodzi ba —

®Nie zajmujemy si¢ tutaj problemami niezaleznoéci aksjomatéw, a ten fakt podajemy

tylko informacyjnie.
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A — bc oraz Abc = Zajbic;. Na polprostej A wezmy punkt o’ taki, ze
ba’ = bia;. Na mocy cechy przystawania b-k-b mamy Aaibic; = Ad'be.
Pétprosta A = ba’ przecina odcinek ac w pewnym punkcie d. Rozwazmy

nastepujace przypadki:

(a) B(ba'd). Woéwczas punkt o’ lezy wewnatrz tréjkata Aabe i na pod-
stawie twierdzenia 2.19 istnieje punkt e taki, ze B(aeb) oraz B(cd'e).
Wtedy

Zd'ac < Zad'e < Zad'b= Zd'ab = Zd'ae < Zad c.
Na podstawie twierdzenia 3.31 mamy ac > da’c = ajc;.

(b) a' = d. Wéwczas

ac>dc=dc=ajc.
(c) B(bda'). Wéwcezas Oabea’ jest czworokatem wypuklym oraz
Zadac < Zd'ab = Zad'b < Zadc.
Na podstawie twierdzenia 3.31 mamy ac > a’c = ajc;.

Zalézmy teraz, ze ac > aici. Gdyby Zabe < Zaibicy, to korzystajac z udo-
wodnionej czedci mielibySmy ac < ajcy, co przeczy zalozeniu. Gdyby za$
Zabc = Zaibicy, to na mocy cechy przystawania b-k-b byloby ac = ajc1, co

réwniez przeczy zalozeniu. Zatem Zabc > Zaibyc. O

Twierdzenie 3.34. Dany jest tréjkqt Aabc oraz oraz punkt ¢ taki, ze

B(abc') oraz be = be'. Wowcezas zachodzi ac’ > ac.

Dowdd. Ustalmy punkty a, b, ¢ oraz ¢’ takie jak w zalozeniach. Wéowczas

zachodzi
Zacdc= /bcc = Lbed < Lacd,

wiec korzystajac z twierdzenia 3.31 otrzymujemy ac’ > ac. O

Twierdzenie 3.34 jest w istocie sformutowaniem nieréwnosci tréjkata bez

pojecia dodawania odcinkéw.

Zadania. Udowodnij.

1. Jesli B(a1bicy) oraz ab = a1by, be = bicy, ac = ajcy, to B(abc).
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3.4 Katy proste

Kat AB nazywamy katem prostym, jeli jest przystajacy do swojego kata
przylegtego.

Twierdzenie 3.35. Kqt przystajecy do kgta prostego jest prosty.

Dowdd. Ustalmy kat prosty AB oraz kat C'D do niego przystajacy. Wowczas
na mocy twierdzenia 3.5 zachodzi A*B = C*D. Zatem CD = AB = A*B =
C*D. O

Proste K i L nazywamy prostopadiymi jesli przecinaja si¢ w (doktadnie
jednym) punkcie o oraz katy AB, A*B, AB*, A*B* sa proste, gdzie A i B
sg pélprostymi, na ktére punkt o dzieli odpowiednio K i L. Z twierdzenia
3.35 wynika, ze warunkiem wystarczajacym na prostopadtos¢ prostych jest

aby tylko jeden z tych katow byt prosty.

Twierdzenie 3.36. Dla dowolnej prostej L i dowolnego punktu p nie leZg-

cego na L istnieje prosta prostopadla do L przechodzgca przez p.”

Dowdd. Ustalmy prosta L oraz punkt p nie lezacy na L. Wezmy polprosta
A zawarta w prostej L o poczatku w pewnym punkcie a. W péiplaszczyznie,
w ktorej nie lezy punkt p, na mocy aksjomatu P3 istnieje pélprosta B taka,
ze AB = A@. Na podstawie aksjomatu P2 ma pélprostej B istnieje punkt
q taki, ze ap = aq. Odcinek pg ma punkt wspdlny r z prosta L. Rozwazmy
przypadki:

(a) 7 = a. Wéwezas zachodzi ap = B* i wtedy AB = AB* tzn. kat AB
jest prosty.

(b) Punkt r lezy na polprostej A. Na mocy cechy przystawania b-k-b za-
chodzi Apar = Aqar, a zatem Zarp = Zarq i katy te sa przylegte.
Stad kat Zarp jest prosty.

(c) Punkt r lezy na pélprostej A*. Na mocy twierdzenia 3.5 zachodzi
Zpar = qar i analogicznie jak w punkcie (b) stwierdzamy, ze kat Zarp

jest prosty.

50ba katy przylegle do kata AB sa przystajace, wiec definicja ta jest poprawna.
"Prosta ta jest wyznaczona jednoznacznie, jednak dowéd tego faktu odkladamy.
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Jako wniosek z twierdzenia 3.36 otrzymujemy, ze istnieja katy proste.

Twierdzenie 3.37. Dla dowolnej polprostej A o poczqtku w punkcie o za-
wartej w prostej L i polplaszczyzny M o brzegu L, istnieje dokiadnie jedna
polprosta B zawarta w M o poczgtku o taka, ze kgt AB jest prosty (oraz
dokladnie jedna prosta prostopadla do L przechodzqca przez o).

Dowdd. Ustalmy prosta L, pélprosta A, punkt o oraz pdlplaszczyzne M
takie jak w zalozeniach. Poniewaz istnieje kat prosty, wiec na mocy aksjo-
matu P3 w polplaszczyZznie M istnieje pdiprosta B taka, ze kat AB jest
przystajacy do tego kata prostego. Na podstawie twierdzenia 3.35 kat AB
jest prosty (a wiec proste L i L(B) sa prostopadle).

Przypus$émy teraz, ze w pélplaszczyznie M jest zawarta (inna) pdlprosta
B’ taka, ze kat AB’ jest prosty. Poniewaz polproste B i B’ leza po tej samej
stronie prostej L, wiec na mocy twierdzenia 2.17 zachodzi A — B — B’ albo
A — B’ — B. Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze A — B — B’. Na podstawie
twierdzenia 2.16 zachodzi B — B’ — A*. Zatem mamy AB < AB' = B'A* <
BA* = AB, co jest niemozliwe. O

Twierdzenie 3.38. Dowolne dwa kqty proste sq przystajgce.

Dowdd. Zatdézmy, ze katy AB i C'D sa proste. Korzystajac z aksjomatu P3,
odlézmy w pélplaszezyznie o brzegu L(A), w ktdrej zawiera sie pdlprosta
B, polprosta B’ taka, ze AB’ = C'D. Na mocy twierdzenia 3.35 kat AB’ jest
prosty i na mocy twierdzenia 3.37 zachodzi B = B’. Zatem AB=CD. [

Kat nazywamy ostrym, jesli jest mniejszy od kata prostego. Kat nazy-
wamy rozwartym, gdy jest wiekszy od kata prostego. Definicje te nie zalezg
od wyboru kata prostego, gdyz wszystkie katy proste sa przystajace. Kat
mniejszy od kata ostrego jest ostry, kat wiekszy od kata rozwartego jest roz-
warty, natomiast kazdy kat ostry jest mniejszy od kazdego kata rozwartego.

Ponadto kazdy kat jest ostry, prosty lub rozwarty.

Twierdzenie 3.39. Kqt przylegly do kqta ostrego jest rozwarty, a kgt przy-
legty do kgta rozwartego jest ostry.
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Dowdd. Ustalmy kat ostry AB. W pélplaszczyznie o brzegu L(A), w ktérej
lezy pélprosta B, znajdzmy pélprosta C taka, ze kat AC jest prosty. Wow-
czas zachodzi AB < AC oraz A—B—C. Z twierdzenia 2.16 mamy B—C'— A*,
a wiec kat A*B jest wigkszy od kata prostego A*C, czyli rozwarty. Dowdd

drugiej wlasnosci jest podobny. O

Twierdzenie 3.40. W trojkgcie co najmniej dwa kqty wewnetrzne sq ostre.

Dowdd. Ustalmy punkty niewspotliniowe a, b, ¢ i zalézmy, ze kat Zcab jest
prosty lub rozwarty. Na mocy twierdzenia 3.28 katy zewnetrzne do niego
nieprzylegte sg od niego wigksze, a zatem sg rozwarte. Katy Zabc oraz Zacb

sg przylegte do tych katéw, a wiec na mocy twierdzenia 3.39 sa ostre.  [J

Twierdzenie 3.41. Dla dowolnej prostej L i punktu p nie leZgcego na L

istnieje dokiadnie jedna prosta prostopadia do L przechodzgca przez p.

Dowdd. Ustalmy prosta L oraz punkt p nie lezacy na L. Z twierdzenia 3.36
wynika istnienie prostej prostopadilej. Dla dowodu jednoznacznosci przypu-
$émy, ze istniejg rézne proste K oraz K’ przechodzace przez p i prostopadle
do L. Proste K oraz K' przecinaja L odpowiednio w (réznych) punktach
a oraz a’. W tréjkacie Apaa’ sa dwa katy proste Zpaa’ oraz /pa’a, co jest

sprzeczne z twierdzeniem 3.40. 0

Twierdzenie 3.42 (Cecha przystawania b-b-k). Dane sq punkty niewspdt-
lintowe a, b, ¢ oraz punkty niewspdtliniowe a1, by, c1. Jesli ab = a1by,ac =
aici, Zabce = Zaibicy, przy czym kgt Zabe jest prosty lub rozwarty, to
Aabe = Aaybicy.

Dowdd. Ustalmy punkty a, b, ¢, aq, b1, c1 takie jak w zalozeniach. Na mocy
aksjomatu P2 na pélprostej be istnieje punkt ¢ taki, ze b = bicy. Na
podstawie cechy przystawania b-k-b zachodzi Aabcd’ = Aaibicy. Mamy ac =
ajc; = ac oraz B(bed') albo ¢ = ¢ albo B(bcd'c). Przypu$émy, ze zachodzi
B(bed'). Tréjkat Aacc jest réwnoramienny, zatem Zacd = Zacd'c i oba te
katy sa ostre (bo w trdjkacie co najmniej dwa katy sa ostre). Z twierdzenia
o kacie zewnetrznym dla tréjkata Aabe dostajemy Zabe < Zacc'. Zatem kat
Zabc jest ostry, co jest sprzeczne z zalozeniem. Podobnie do sprzecznodci

prowadzi przypuszczenie B(bc'c). Zatem ¢ = ¢ i Aabe = Aaibicy. O
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Twierdzenie 3.43. Dane sq tréjkqty prostokgtne Aabc oraz Aaybicy o kg-
tach prostych odpowiednio Zach oraz Zaibicy. Jesli zachodzi jeden z warun-

koéw
(1) bc = bicy oraz ac = ajcq,
(2) Zabec = Zajbicy oraz be = byeq,
(3) ZLabec = Zajbicy oraz ac = ajeq,

(4) bc = bicy oraz ab = apby,
to Nabc = Naibicy.

Dowdd. Twierdzenie wynika z faktu, ze dowolne dwa katy proste sa przy-

stajace oraz kolejno z cech przystawania b-k-b, k-b-k, b-k-k, k-b-b. O

W tréjkacie prostokatnym bok lezacy naprzeciwko kata prostego na-
zywamy przeciwprostokgtng, a kazdy z pozostalych dwdoch bokéw przypro-
stokgtng. Z twierdzen 3.28 oraz 3.31 wynika, ze w trojkacie prostokatnym

przyprostokatna jest mniejsza od przeciwprostokatnej.

Rzutem prostopadiym punktu p na prosta L nazywamy punkt wspolny L
i prostej prostopadlej do L przechodzacej przez p. Definicja ta jest poprawna,
gdyz dla dowolnej prostej L i dowolnego punktu p istnieje doktadnie jedna
prosta prostopadia do L przechodzaca przez p. Gdy punkt a jest rzutem
prostopadlym punktu p na prosta L, to pa < pa’ dla kazdego punktu o
lezacego na L r6znego od a.

Wysokoscig tréjkata Aabe opuszezona z wierzchotka a na bok be nazy-
wamy odcinek ap, gdzie p jest rzutem prostopadlym punktu a na prosta %

Punkt p nazywamy wtedy spodkiem wysokosci.

—
Symetralng odcinka ab nagywamy prosta prostopadta do prostej ab prze-
chodzaca przez srodek odcinka ab. Kazdy odcinek ma dokladnie jedng sy-

metralna.

Zadania. Udowodnij.

1. Dany jest kat ostry AB. Dla dowolnego punktu a na potprostej A rzut
prostopadly punktu a na prosta L(B) lezy na polprostej B.
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2. Dany jest odcinek ab. Dla dowolnego punktu p, p lezy na do symetral-
nej odcinka ab wtedy i tylko wtedy, gdy ap = bp.

3. Podzbiér plaszczyzny jest prosta wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiorem
wszystkich punktéow jednakowo odleglych od pewnych dwéch ustalo-
nych punktow.

4. Dane sa dwa rézne punkty a i b, a prosta L jest symetralna odcinka
ab. Dla dowolnego punktu p, p lezy po tej samej stronie prostej L co

punkt a wtedy i tylko wtedy, gdy ap < bp.

5. Dane sa punkty a, b, ¢ lezace na prostej K takie, ze zachodzi B(abc),
oraz prosta L, ktéra nie jest prostopadia do K. Wéwczas rzuty pro-
stopadte a*, b*, ¢* odpowiednio punktéw a, b, ¢ na prosta L spelniaja

zalezno$é B(a*b*c*).

6. Odcinek o koncach we wnetrzu tréjkata jest mniejszy od najdhuzszego

boku tego trojkata.

7. Tréjkat jest rownoramienny wtedy i tylko wtedy, gdy srodkowa pokry-

wa sie z wysokoscia.

8. Trojkat jest rownoramienny wtedy i tylko wtedy, gdy dwusieczna po-

krywa sie z wysokoscig.

9. W tréjkacie réwnoramiennym wysokosci opuszczone na przystajace

boki sa przystajace.

10. W tréjkacie réwnoramiennym odcinki bedace czedcia wspélng trojkata

i symetralnych przystajacych bokdéw, sa przystajace.

11. Dany jest kat AB, punkt p oraz punkty pa, pp, ktore sg rzutami
prostopadlymi punktu p odpowiednio na proste L(A), L(B). Wéwczas
punkt p lezy na dwusiecznej kata AB wtedy i tylko wtedy, gdy p lezy
we wnetrzu kata AB oraz ppa = pps.

3.5 Odcinki swobodne i katy swobodne

Dotychczas wprowadzone pojecia nie wystarczaja do okreslenia, czym jest

suma dwoch odcinkéw, iloczyn odcinka przez liczbe badz dlugosé odcinka
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jako liczba. Mimo, ze nasza teoria ma charakter syntetyczny, mozliwe jest po-
prawne zdefiniowanie tych pojeé. Ograniczymy si¢ tutaj do najwazniejszych
definicji i twierdzen (zazwyczaj bez dowodéw). W rozdziale 4 bedziemy kon-
tynuowaé te rozwazania pod dodatkowym zalozeniem aksjomatu ciaglosci,

ktéry jest konieczny dla wielu wlasnosci.

Uwaga. Za znane uznajemy zbiory liczbowe takie jak R, N itd. Zbiory te
istnieja niejako réwnolegle z nasza teoria. Tym samym nie zajmujemy sie
budowaniem arytmetyki liczbowej na bazie aksjomatéw geometrii.?

Jak wynika z aksjomatu P1 relacja =p w zbiorze odcinkéw jest relacja
réwnowaznosci. Klasy abstrakcji wzgledem tej relacji nazywamy odcinkamsi
swobodnymi. Podobnie, relacja =k przystawania katéw jest relacja réowno-
waznoéci. Jej klasy abstrakeji nazywaé bedziemy kgtami swobodnyms.”

Moéwimy, ze odcinek swobodny [ab] jest mniejszy od odcinka swobodnego
[ed], co zapisujemy [ab] < [cd], gdy ab < cd. Z twierdzen 3.15 oraz 3.16
wynika, ze definicja ta nie zalezy od wyboru reprezentantéow. Z twierdzen

3.17 oraz 3.18 wynika za$ w prosty sposéb nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.44. Relacja mniejszosci w zbiorze odcinkow swobodnych jest

relacjq lintowego porzqdku. O

Moéwimy, ze odcinek swobodny ¢ jest sumg odcinkéw a oraz b, gdy istnieja

punkty p, ¢, 7 takie, ze B(pqr) oraz a = [pq|, b = [¢r], ¢ = [pr].

Twierdzenie 3.45. Dia dowolnych odcinkéw swobodnych a oraz b istnieje

dokladnie jeden odcinek ¢, ktory jest ich sumg.

Sume odcinkéw a oraz b oznaczamy a + b.

Twierdzenie 3.46. Dla dowolnych odcinkéow swobodnych a, b, ¢ zachodzg

nastepujgce wlasnosci.
(1) a+b=>b+a.
(2) (a+b)+c=a+(b+c).

(3) a <a+b.

8Podobnie jest z teoria mnogoéci, ktéra postugujemy sie swobodnie.
9Czasem dla odréznienia normalne odcinki i katy nazywamy odpowiednio odcinkami

i katami zwigzanyms.
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(4) Jeslia<b, toa+c<b+c.
(5) Jeslia+c<b-+c, toa<b.

(6) a < b wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje odcinek d taki, Ze a +0 = b.

Rekurencyjnie okreslamy mnozenie odcinka swobodnego przez liczbe na-

turalna:
(A) la:=a,
(B) (n+1)a:=na+a.

Poniewaz kazdy odcinek ma doktadnie jeden érodek, wiec dla kazdego
odcinka swobodnego a istnieje doktadnie jeden odcinek b taki, ze a = b+ b.
7 pomoca tej wlasnosci przez indukcje dowodzimy, ze dla kazdego odcinka
a oraz liczby k € N istnieje dokladnie jeden odcinek b taki, ze 2¥b = a. Ten
(jedyny) odcinek bedziemy oznaczaé 2%&

Uwaga. Mogloby sie wydawaé, ze mianownik postaci 2¥ daje sie zastapié
przez dowolng liczbe naturalna. Byloby to mozliwe wtedy, gdy dla kazdego
odcinka ab i liczby naturalnej m € N istniatby podziat odcinka ab na m réw-
nych czesci. Znana konstrukcja (cyklem i linijka) takiego podziatu zaklada
jednak aksjomat Euklidesa. Z drugiej strony liczby dwéjkowe sa wystarcza-

jace dla naszych potrzeb — sg one geste w zbiorze liczb rzeczywistych.

Mozemy teraz przyja¢ definicje mnozenia odcinka swobodnego przez licz-

be dwéjkowa (dodatnia) w = g5 W nastepujacy sposéb:

) 1
wa:=n 27’60 s

przy czym mozna pokazaé, ze definicja nie zalezy od wyboru reprezentacji
liczby dwdéjkowej w.

Wigkszos¢ wlasnosci odcinkéw swobodnych przenosi si¢ bez zmian na ka-
ty swobodne. Katy swobodne 2 oraz 8 nazywamy przyleglymi, gdy istnieja
katy przylegle PQ, P*Q takie, ze A = [PQ] oraz B = [P*Q)]. Dla kazde-
go kata swobodnego 2 istnieje doktadnie jeden kat swobodny 6 taki, ze 2
oraz B sa przylegle. Ten (jedyny) kat swobodny oznaczamy symbolem 2A*.
Zachodzi (A*)* = 2. Istnieje kat swobodny zlozony dokladnie z wszystkich

katéw prostych. Nazywamy go kgtem swobodnym prostym i oznaczamy fR.
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Moé6wimy, ze kat swobodny [AB] jest mniejszy od kata swobodnego [C' D],
co zapisujemy [AB] < [CD], gdy AB < CD. Na podstawie twierdzen 3.19
oraz 3.20 definicja ta nie zalezy od wyboru reprezentantéw. Kat swobodny
mniejszy od prostego nazywamy kgtem swobodnym ostrym, za$ wiekszy od

prostego nazywamy kgtem swobodnym rozwartym.

Twierdzenie 3.47. Relacja mniejszosci w zbiorze kgtow swobodnych jest

relacjq lintowego porzgdku. O

Moéwimy, ze kat swobodny € jest sumg katéw swobodnych 2 oraz 8, gdy
istnieja pélproste P, @, R takie, ze P—Q— R oraz 2l = [PQ)], B = [QR], € =
[PR]. W przeciwienistwie do sumy odcinkéw swobodnych, suma katéw nie
zawsze istnieje. Jesli jednak tak jest, to jest ona wyznaczona jednoznacznie.

Wtedy sume katow 2 oraz B oznaczamy 2 + 5.

Twierdzenie 3.48. Suma kgtow swobodnych 2, B istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy B < A*.

Twierdzenie 3.49. Dla dowolnych kgtow swobodnych A, A, € zachodzg

nastepujgce wiasnosci.
(1) Jesliistnieje A+B, to istnieje B+A i zachodzi rownosé A+B = B+A.

(2) Jesli istnieje (A + B) + €, to istnieje A+ (B + €) i zachodzi réwnosé
(A+DB)+ € =A+ (B + ). Odwrotnie, jesli istnieje A + (B + €), to
istnieje (A + B) + € i zachodzi réwnosé (A +B)+ € =2A+ (B + ¢).

(8) Jesli istnieje suma A+ B, to A < A+ B.

(4) Jesli A < B i istnieje suma B + €, to istnieje suma A + € oraz
A+C< B+

(5) Jesli istniejg sumy A+ €, B+ € orazA+E <B4+ C, to A< B.
(6) A < B wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje kgt © taki, Ze A + D = B.

Definiujemy indukcyjnie mnozenie kata swobodnego 2 przez liczbe na-

turalng n:

(A) 120:=%,
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(B) jesli istnieja katy n2l oraz n2A + 2, to (n + 1)A := nA + A0

Poniewaz dowolny kat ma dokladnie jedna dwusieczng, wiec dla dowol-
nego kata 2 istnieje doktadnie jeden kat B taki, ze B + B = 2. Z pomoca
tej wlasnosci przez indukcje dowodzimy, ze dowolnego kata 2 i liczby k € N
istnieje dokladnie jeden kat 9B taki, ze 298 = 2. Ten jedyny kat oznaczamy
2%2[. Podobnie jak w przypadku odcinkéw, iloczynem kata swobodnego 24
i liczby dwojkowej dodatniej w = Jr nazywamy kat w2l := n (2%%) pod
warunkiem, ze ten iloczyn istnieje. Kwestia istnienia tego kata, jak réwniez

jego postac nie zaleza od wyboru reprezentacji liczby dwdjkowej w.

Twierdzenie 3.50 (Nieréwnosé tréjkata). [ab] + [bc] > [ac], przy czym
[ab] + [bc] = [ac] wtedy i tylko wtedy, gdy B(abe).

Dowdd. Ustalmy punkty a, b, c. Jedli punkty a, b, ¢ sa niewspdtliniowe, to
z twierdzenia 3.34 mamy [ab] + [bc] > [ac]. Jesli B(bac), to [ab]+ [bc] > [be] >
[ac], a jesli B(acb), to [ab] + [bc] > [ab] > [ac]. O

Zadania. Udowodnij.

1. Gdy punkt p lezy wewnatrz tréjkata Aabe, to ZLapb > Zach.

2. Gdy punkt p lezy wewnatrz tréjkata Aabe, to [ap] + [bp] < [ac] + [be].

10Formalnie symbol n2 moze od pewnego m oznaczaé cokolwiek, na przyktad zbiory

puste.
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Rozdziat 4

Geometria neutralna

W tym rozdziale zakladamy wszystkie aksjomaty incydencji (poza pewni-
kiem Euklidesa), uporzadkowania, przystawania oraz aksjomat ciaglosci C1.

Ta teoria nosi nazwe geometrii neutralnej.

4.1 Pewnik Archimedesa
Rozwazmy nastepujaca wlasnosé:

(Pewnik Archimedesa). Dla dowolnego punktu a na pélproste;
A o poczatku o oraz odcinka pq istnieje liczba n € N taka, ze
ox, > oa, gdzie ciag (x;,) jest zdefiniowany rekurencyjnie: 1
jest punktem poéiprostej A takim, ze or; = pq oraz dla kazdego

n € N zachodzi B(oxnxni1) 1 TpTnt1 = pq.

Intuicyjny sens jest jasny: Dowolny odcinek jest mniejszy od pewnej wie-
lokrotnosci kazdego innego odcinka. Zdanie to nazywane jest pewnikiem
czesciowo ze wzgledow historycznych, gdyz przez dtugi czas stanowilo ono
uzupelnienie ukladu aksjomatéw Euklidesa. Pewnik Archimedesa daje sie
jednak udowodni¢ przy uzyciu aksjomatu ciggtosci. Sformutujemy go jako

twierdzenie w jezyku odcinkow swobodnych.

Twierdzenie 4.1. Dla dowolnych odcinkéw swobodnych a, b istnieje liczba

n € N taka, e na > b.
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Dowdéd. Wezmy pewng pélprosta A o poczatku o. Definiujemy

X::{aeA: 3[0a]<na},

neN

Y::{aeA: Vnag[oa]}.

neN
Zbiory X, Y sa roztaczne i sumuja sie do potprostej A. Dla dowolnych punk-
tow x € X oraz y € Y, istnieje n € N takie, ze [ox] < na < [oy], a wiec
zachodzi ox < oy oraz B(oxy). Ponadto zbiér X jest niepusty. Przypusémy
nie wprost, ze Y rowniez jest niepusty. Wéwczas na podstawie twierdze-
nia 2.31 istnieje na pdélprostej A punkt p taki, ze op C X oraz 1%* cY.
Rozwazmy przypadki:

(a) p € X. Wéwezas istnieje n € N takie, ze [op] < na. Na pélprostej po*
znajdujemy punkt g taki, ze [pq] = a. Wéwezas zachodzi B(opq), g € Y
oraz [oq] = [op] + [pq] < na+a = (n+1)a. OtrzymaliSmy sprzecznosé.

(b) p € Y. Wéwcezas a < 2a < [op]. Istnieje punkt ¢ taki, ze B(ogp) oraz
[pg] = a. Wtedy g € X, a zatem istnieje n € N takie, ze [og] < na.
Mamy [op] = [oq] + [gp] < na+ a = (n + 1)a, co przeczy warunkowi
peyY.

Przypuszczenie, ze Y jest niepusty, doprowadzito nas do sprzecznosci, a wiec
X = A. Znajdujac teraz na pélprostej A punkt b taki, ze [ob] = b, dostajemy
be X istad na > b. O

Zachodzi nastepujace analogiczne twierdzenie dla katow.

Twierdzenie 4.2. Dla dowolnych kgtow swobodnych 2, B istnieje liczba
n € N taka, ze jesli istnieje iloczyn n2A, to n2A > B.

Dowdd. Wezmy pewna poltplaszczyzne M o brzegu L, potprosta A o poczat-
ku o zawarta w L i rozwazmy rodzine ‘H wszystkich pétprostych o poczatku
o zawartych w M. Podzielmy rodzine H na dwa podzbiory:

X :={P e H: 3 Jedli istnieje nA to [AP] < n2},
neN

Y:={P € H: Y Istnieje n oraz nA < [AP]}.
neN
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Zbiory X, Y sa rozlaczne i sumuja sie do P. Zbiér X jest niepusty (bo mozna
odlozy¢ w tej pélplaszezyznie kat mniejszy od 21). Ponadto dla dowolnych
péiprostych X € X oraz Y € Y zachodzi A— X —Y, bo istnieje n € N takie,
ze [AX] < nA < [AY].

Przypuéémy nie wprost, ze ) jest niepusty. W szczegélnosci n2l istnieje
dla kazdego n € N. Na podstawie twierdzenia 2.34 istnieje polprosta P € H
taka, ze z warunku A — X — P wynika X € X, a z warunku P — Y — A*
wynika Y € V. Rozwazmy przypadki:

(a) P € X. Wéwczas istnieje n € N takie, ze [AP] < n2l. Istnieje pdlprosta
@ o poczatku o taka, ze [PQ)] = 2 oraz pélproste A, Q leza po réznych
stronach prostej L(P). Wtedy z istnienia (n 4+ 1) wynika A — P —Q,
a ponadto [AQ] = [AP]+[PQ] < nA+2A = (n+ 1)A. Z drugiej strony

Q € Y, wiec otrzymaliSmy sprzecznosé.

(b) P €Y. Wéwezas 2 < 22 < [AP], wiec istnieje pélprosta @) o poczatku
o taka, ze A—Q— P oraz [PQ] = 2. Wtedy Q € X, wiec istnieje n € N
takie, ze [AQ] < n2l. Dostajemy [AP] = [AQ] + [QP] < A+ n2A =
(n+ 1), co przeczy warunkowi P € Y.

Zatem zbiér Y jest pusty i znajdujac polprosta P € H taka, ze [AP] = B,
dostajemy teze. O

Zadania. Udowodnij.

1. Dla dowolnych odcinkéw swobodnych a, b istnieje liczba k& € N taka,

7e 2i,ca< b.

2. Dla dowolnych katéw swobodnych A, B istnieje liczba k € N taka, ze
A < B.

4.2 Mnozenie odcinkéw i katow swobodnych przez

liczbe dodatniag

Celem tej sekcji jest przygotowanie wlasnosci potrzebnych do wyprowadze-
nia twierdzen o miarach odcinkéw i katéw. Ze wzgledu na obszernos$é rozu-

mowan wiekszo$¢ dowodéw pomijamy.
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Moéwimy, ze odcinek swobodny b jest iloczynem odcinka a i liczby rze-
czywistej x > 0, gdy dla dowolnych liczb dwdjkowych dodatnich w, v takich,
ze w < x < v, zachodzi wa < b < va. Z pomoca aksjomatu ciagltosci mozna

juz udowodnié¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.3. Dla dowolnego odcinka swobodnego a i liczby rzeczywistej

x > 0 istnieje dokladnie jeden odcinek b bedgcy iloczynem a oraz x.

lloczyn odcinka a i liczby rzeczywistej z > 0 oznaczamy symbolem za.
Gdy z = = > 0 jest liczbg wymierng (gdzie n,m € N), za$ a oraz ¢ sa
odcinkami takimi, ze mc¢ = a, to ;-a = nc, przy czym po prawej stronie
réwnosci mamy mnozenie wedlug pierwotnej definicji (przez liczby natural-
ne), a po lewej stronie mamy mnozenie wedtug nowej definicji (przez liczby
rzeczywiste). W szczegdlnodci mnozenie przez liczby dwéjkowe daje ten sam

wynik wedtug obu definicji.

Twierdzenie 4.4. Dla dowolnych odcinkéw swobodnych a, b oraz dowolnych

liczb dodatnich x, y zachodzqg nastepujgce wilasnosci.

1. (z+y)a=za+ya.

2. za+zb=2x(a+b).

3. z(ya) = (zy)a.

4. za < ya wtedy 1 tylko wiedy, gdy v < y.
5. xa < xb wtedy i tylko wledy, gdy a < b.

Twierdzenie 4.5. Dla dowolnych odcinkéw swobodnych a oraz b istnieje

dokladnie jedna liczba x > 0 taka, Ze a = xb.

Moéwimy, ze kat swobodny B jest iloczynem kata 2 i liczby rzeczywistej
x > 0, gdy dla dowolnych liczb dwéjkowych dodatnich w, v takich, ze w <
x < v, kat w2 istnieje i wA < B oraz jesli istnieje v2A, to B < v2A.

Twierdzenie 4.6. Jesli istnieje iloczyn kqta swobodnego i liczby dodatniej,
to jest on wyznaczony jednoznacznie. Jesli 2 jest kgtem swobodnym, 0 < x <

y oraz istnieje iloczyn Yy, to istnieje iloczyn x2A oraz zachodzi x2A < y2A.

69



Ioczyn kata swobodnego 2 i liczby = > 0, o ile istnieje, oznaczamy (po-
dobnie jak wyzej) symbolem z2l. Gdy x = > > 0 jest liczba wymierna (gdzie
n,m € N) oraz 2, € sa katami takimi, ze m€ = 2, to iloczyn 2 wediug
nowej definicji mnozenia (przez liczbe rzeczywista) istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje iloczyn n€ wedlug pierwotnej definicji mnozenia (przez
liczbe naturalng), oraz jesli tak jest, to zachodzi [+ = n€. W szczegblnodci
jesli x > 0 jest liczba dwdjkowa, to oba pojecia mnozenia kata przez liczbe
x sie pokrywaja.

Twierdzenie 4.7. Dla dowolnych kgtéw swobodnych A, B oraz dowolnych

liczb dodatnich x, y zachodzq nastepujgce wlasnosci.!

1. Jesli istnieje (z+y)2. to istnieje xA+yA i zachodzi rownosé (x+y)A =
2A+yA. Odwrotnie, jesli istnieje xA+y2, to istnieje (x+y)A i zachodzi
rownosé (x + y)A = z2A + y2A.

2. Jedli istnieje x(A + B), to istnieje 2 + xB oraz zachodzi réwnosé
r(A+B) = zA + *B.

3. Jesli istnieje x(yA), to istnieje (xy)2A i zachodzi réwnosé x(yA) =
(zy)A. Odwrotnie, jesli istniejg (xy)A oraz yA, to istnieje x(yA) i za-
chodzi rownosé x(yA) = (xy)2.

4. 2 < yA wtedy i tylko wtedy, gdy x < y.

5. xU < =B wtedy i tylko wtedy, gdy A < B.

Twierdzenie 4.8. Dla dowolnych kgtow swobodnych 2 oraz B istnieje do-
kladnie jedna liczba x > 0 taka, Ze A = x*B.

Twierdzenie 4.9. lloczyn x2U istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy x < 2r, gdzie
r jest liczbg takq, ze rA =R (R jest kgtem swobodnym prostym).

4.3 Miara odcinkéw i miara katow

Funkcje p okredlong na zbiorze odcinkéw swobodnych o wartosciach rzeczy-
wistych dodatnich nazywamy miarg odcinkéw swobodnych, gdy u(a + b) =
wu(a) + p(b) dla dowolnych odcinkéw a, b.

W punktach 4 oraz 5 zakladamy istnienie odpowiednich iloczynéw po lewej stronie

réwnowaznosci.
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Funkcje p okreslona na zbiorze odcinkéw (zwiazanych) o wartosciach rze-
czywistych dodatnich nazywamy miarg odcinkow zwigzanych, gdy zachodza

nastepujace warunki.

(A) Odcinki przystajace maja réwne miary.
(B) B(abc) implikuje u(ac) = p(ab) 4+ p(be).

Kazda miara p odcinkéw swobodnych jednoznacznie indukuje miare p’
odcinkéw zwigzanych i odwrotnie, kazda miara p’ odcinkéw zwigzanych jed-
noznacznie indukuje miare p odcinkéw swobodnych. Zwiazek miedzy tymi
miarami wyraza wzor p'(ab) = p([ab]). Z tego wlasnie powodu formutujemy

twierdzenia jedynie dla miar odcinkéw swobodnych.

Twierdzenie 4.10. Jesli p jest miarg odcinkow swobodnych, to a < b wtedy
i tylko wtedy, gdy p(a) < u(b).

Twierdzenie 4.11. Jesli p jest miarg odcinkéw swobodnych, a jest odcin-

kiem oraz x > 0, to p(xza) = zpu(a).

Miara odcinkéw przemnozona przez liczbe dodatnia jest miarg odcinkdw.

Zachodzi réwniez twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie 4.12. Jesli p oraz v sqg miarami odcinkow, to istnieje X > 0

takie, ze p = Av.

Twierdzenie 4.13. Dla dowolnego odcinka a i liczby x > 0 istnieje dokiad-

nie jedna miara p taka, ze p(a) = x.

Twierdzenie 4.14. Dia dowolnej miary odcinkow p oraz liczby x > 0 ist-

nieje odcinek a taki, Ze p(a) = x.

Funkcje p okreslong na zbiorze katéow swobodnych o wartosciach rze-
czywistych dodatnich nazywamy miarg kgtéw swobodnych, gdy u(A+B) =
w(20) + 1(B) dla dowolnych katéw A, B takich, ze A + B istnieje. Podobnie

jak w przypadku odcinkéw, definiuje sie tez miare katéw zwiazanych.

Twierdzenie 4.15. Jesli p jest miarg kgtow swobodnych, to A < B wtedy
i tylko wtedy, gdy pw(A) < p(*B).
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Twierdzenie 4.16. Jesli u jest miarg kgtow swobodnych, x > 0 oraz istnieje

iloczyn A, to p(zA) = zp(A).

Twierdzenie 4.17. Dla dowolnej miary kqtéow, suma miar ketow przyle-
glych A, A* jest rowna 2r, gdzie v jest miarg kqgta swobodnego prostego.

W szczegolno$ci miara dowolnego kqta jest mniejsza od 2r.

Twierdzenie 4.18. Jesli p oraz v sg miarams kgtow, to istnieje A > 0 takie,

zZe = Av.

Twierdzenie 4.19. Dla dowolnego kgta 2L i liczby x > 0 istnieje dokladnie

jedna miara kgtow taka, ze pu(A) = x.

Twierdzenie 4.20. Suma A + B istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy w(A) +
w(B) < 2r, gdzie r jest miarg kqta prostego, przy czym warunek ten nie

zalezy od wyboru miary.

Twierdzenie 4.21. lloczyn 22 istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy xu(2A) < 2r,
gdzie r jest miarg kqta prostego, przy czym warunek ten nie zalezy od wyboru

miary.

Twierdzenie 4.22. Dla dowolnej miary kqtow p oraz liczby x € (0,2r),
gdzie v jest miarg kgta prostego, istnieje dokladnie jeden kgt swobodny 2
taki, ze p(A) = z.

Od tej pory swobodnie postugujemy si¢ miarami odcinkéw i katéw (zwia-
zanych), przy czym miary te oznaczamy przez |- |.2 Miare |ab| nazywamy tez
odlegloscig miedzy punktami a i b. Wybieramy taka miare katéw, dla ktérej
miara kata prostego wynosi dokladnie 90. Z drugiej strony nie mamy w tym
momencie zadnej wyrédznionej miary odcinkéw. Mimo to uwazamy miare
odcinkéw za ustalong. Zwyczajowo dopisuje sie znak stopnia przy miarach

katéw i tak tez robimy.

Twierdzenie 4.23 (Uogdlniona nier6wnosé tréjkata). Jesli aj...a, jest

tamang, gdzie n = 2, to zachodzi nieréwnosé

n—1
|aran| <) lagagial.
k=1

2Czasem uzywamy symbolu |ab| réwniez, gdy a = b. Oznacza on wéwczas liczbe 0.
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Dowdd. Przez indukcje z uzyciem twierdzenia 3.50. O

Gdy L jest prosta, a p punktem to istnieje najmniejsza mozliwa odlegtosc¢
miedzy punktem p i punktami prostej L. Istotnie, jest to odlegltosé punktu
p od rzutu prostopadtego p na prosta L. Liczbe te nazywamy odleglo$cig
punktu p od prostej L.

Zadania. Udowodnij.

1. Suma miar dwéch katéw wewnetrznych w trdjkacie jest mniejsza niz

180°.

4.4 Twierdzenie Saccheriego—Legendre’a

Twierdzenie 4.24 (Saccheriego-Legendre’a). Suma miar kgtéow wewnetrz-

nych w dowolnym tréjkgcie jest mniejsza lub réwna 180°.
Dowdd. Rozwazmy dowolny tréjkat o wierzchotkach o, a, b. Niech
| Zboa| = v, |Zbao| = B,|ZLobal = .
Przypuéémy nie wprost, ze o + 5 4+ v > 180°. Niech M bedzie ta pdl-

plaszczyzna o brzegu od, w ktérej lezy punkt b.

Okreslamy indukeyjnie na pélprostej od ciag punktéw (an) przez warun-
ki:
(A) ap =0, a1 = a,
(B) anany1 = oa, B(oapant1) dlan > 1,

oraz ciag (by,) punktéw lezacych w M taki, ze Aap—1a,b, = Noabdlan > 1
(Istnienie takiego ciagu wynika z warunku (B) oraz twierdzenia 3.12).
Ustalmy n € N. Kat Zbjanan+1 jest katem zewnetrznym w tréjkacie

Aap_1apby,, wiec na mocy twierdzenia 3.28 mamy

Lbpanany1 > Lbpan—1an = boa = by y16n0n41.

Poniewaz punkty b,, i b,+1 leza po tej samej stronie prostej bd = §nan+1,
warunek powyzszy wystarcza do stwierdzenia, ze

N e —
QpQn4+1 — anbn—H - anbny
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a wiec z definicji miary
| Zbnanbpi1| + | Lbns1anans1| = | Lbnanans1| = 180° — | Lbpanan—1],

gdzie ostatnia réwnoé¢ wynika stad, ze katy Zbpanany1, Lbpanan—1 sa przy-
legte. Wowczas
| Zbnanbpi1] = 180° —a — B < 7.

Na mocy cechy przystawania b-k-b wszystkie trojkaty Abyanbni1 sa do
siebie przystajace, a poniewaz mamy takze bpa, = ba, byr1a, = bo, wiec
z twierdzenia 3.33 wynika b,b,1+1 < oa.

7 uogdlnionej nieréwnosci tréjkata zastosowanej do tamanej oa,by, ...b

dostajemy
n—1
|Oan| < ’Ob| + Z |b1+1bz| + |bnan|
i=1
nloa| < |ob| + (n — 1)|bab1| + |ab]
n(|oa| — |bab1]) < |ob| + |ab| — |baby].
Otrzymali$my sprzeczno$é, gdyz n bylo dowolne, a |oa| — |babi| > 0. O

Zadania. Udowodnij.

1. Suma miar katéw wewnetrznych w dowolnym czworokacie wypuklym

jest mniejsza badz réwna 360°.

4.5 Czworokaty Saccheriego i Lamberta

Jedli w czworokacie wypuktym Uabed katy wewnetrzne przy wierzchotkach
b i c sg proste, zas boki ab i cd sa przystajace, to czworokat ten nazywamy

czworokgtem Sacchieriego o podstawie dolnej be i podstawie gornej ad.

Czworokat wypukly o trzech katach prostych nazywamy czworokgtem
Lamberta, za$ czworokat wypukly o czterech katach prostych nazywamy
prostokgtem.

Uwaga. Spodziewalibysmy sie, ze wszystkie czworokaty Saccheriego i Lam-
berta sa prostokatami. Taki dowdd jest jednak niemozliwy w geometrii neu-
tralnej, a wspomniane czworokaty odgrywaja szczegdlna role w geometrii

hiperboliczne;j.
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Twierdzenie 4.25. W czworokgcie Saccheriego kqty wewnetrzne przy pod-

stawie gornej sq przystajgce.

Dowdd. Niech Oabed bedzie czworokatem Saccheriego o podstawie dolnej
bc. Wowcezas na podstawie cechy przystawania b-k-b mamy Aabc = Adch.
7 przystawania wynika ac = bd oraz Zachb = dbc. Na mocy twierdzenia 3.9
mamy Zabd = Zdca i na mocy cechy przystawania b-k-b zachodzi Aabd =
Adca. 7 przystawania tych tréjkatow dostajemy Zbad = Zceda. O

Poniewaz suma miar katéow wewnetrznych w czworokacie wypuklym jest
mniejsza badZ réwna 360°, wiec jako wniosek z twierdzenia 4.25 dostajemy;,
ze w czworokacie Saccheriego katy wewnetrzne przy podstawie gérnej sa
proste lub ostre. Podobnie w czworokacie Lamberta czwarty kat jest prosty

lub ostry.

Twierdzenie 4.26. Dany jest czworokgt wypukly Oabed, w ktérym kgty
wewnetrzne przy wierzchotkach b 1 ¢ sqg proste. Wowczas ab > cd wtedy

1 tylko wtedy, gdy Zbad < Zcda.

Dowdod. Niech Oabed bedzie czworokatem wypuklym spelniajacym zatoze-
nia. Zalézmy, ze ab > cd. Woéwczas istnieje punkt e taki, ze B(bea) oraz
cd = be. Zachodzi wtedy d_>c — % — c?é — ca, a czworokat [ebed jest czworo-
katem Saccheriego. Ostatecznie z twierdzenie o kacie zewnetrznym i twier-

dzenia 4.25 mamy

Zbad = Zead < Zbed = Lede < Zceda.

Zadania. Udowodnij.

1. W prostokacie boki lezace naprzeciwko siebie sa przystajace.

4.6 Pewnik Arystotelesa

Twierdzenie 4.27. Dany jest kqt ostry AB o wierzcholku o. Dla kazdego
odcinka pq istnieje punkt a leZgcy na polprostej A taki, Ze ab > pq, gdzie
punkt b jest rzutem prostopadlym punktu a na prostq L(B).
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Dowdd. Dla kazdego punktu z lezacego na potprostej A niech p, oznacza
rzut prostopadly = na prosta L(B). Okre$lamy funkcje ¢: A — (0, 00) wzo-
rem () := |zpy|. Dla dowolnych punktéw x, y na pélprostej A takich,
ze B(ozxy), na podstawie twierdzenia o kacie zewnetrznym kat Zp,xy jest

rozwarty, a kat Zp,yx jest ostry, wiec z twierdzenia 4.26 jest p(x) < ¢(y).

Pokazemy, ze dla dowolnych punktéw x, y, z lezacych na pdlprostej A
takich, ze B(oxyz) oraz xy = yz, zachodzi p(z) — ¢(y) = ¢(y) — ¢(x).
Ustalmy takie punkty z, y, 2. Niech r bedzie punktem takim, ze pyr = p,x
oraz B(pyry), a s punktem takim, ze pys = p,z oraz B(pyys). Wéwczas
Uxp,pyr oraz zp.pys sa czworokatami Saccheriego. Niech dalej punkt ¢
bedzie taki, ze B(p,ryt) oraz yr = yt. Wéwczas tréjkaty Ayra oraz Aytz
sa przystajace.

Mamy Zp,tz = Zytz = Zyrx i kat ten jest prosty lub rozwarty jako
przylegly do kata przy gérnej podstawie czworokata Saccheriego. Kat Zp, sz
jest z kolei ostry lub prosty jako kat przy gornej podstawie czworokata
Saccheriego. Na mocy twierdzenia o kacie zewnetrznym zachodzi s = t lub
B(pyts). Zatem

©(2) = |2pz| = [spy| = |tpy| = [tyl + lypy| = lyr| + ¢(y) =

= lypy| — Irpyl + 0(y) = 20(y) — |Tpz| = 20(y) — ().

ZnajdZzmy na polprostej A ciag punktéw (1, x9, .. .) taki, ze B(ox,Zni1)
oraz TnTnt1 = ox1. Wowczas na mocy udowodnionej wiasnosci dla kazdego

n € N zachodzi

P(Tnt1) — o(@n) = p(Tn) — @(@n-1) = ... > p(x2) — p(21) = P(21),

przy czym xg = o oraz p(0) = 0. Sumujac odpowiednie nieréwnosci stronami
otrzymujemy

p(xn) 2 n-p(1).
Poniewaz ¢(x1) > 0, wiec istnieje n € N takie, ze p(z,,) > |pq|. O
Twierdzenie 4.28. Dana jest pélprosta A o poczgtku a oraz punkt x nie

lezgcy na prostej L(A). Wowczas dla kazdego kqta PQ istnieje punkt b lezgcy
na potprostej A taki, Ze Zabr < PQ).
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Dowdd. Ustalmy pdlprosta A, punkt p i kat PQ takie jak w zalozeniach.
Udowodnimy twierdzenie najpierw w szczegélnym przypadku, gdy rzut pro-
stopadly punktu = na prosta L(A) jest réwny punktowi a. Jezeli kat PQ jest
prosty lub rozwarty, to za b mozna przyja¢ dowolny punkt na pélprostej A.
Zalézmy zatem, ze kat PQ jest ostry. Oznaczmy przez o wierzchotek kata
P@. Na podstawie twierdzenia 4.27 istnieje na polprostej P punkt p taki,
ze pq > ax, gdzie ¢ jest rzutem prostopadlym punktu p na prosta L(Q). Po-
niewaz kat PQ) jest ostry, wiec punkt ¢ lezy na potprostej QQ i PQ = Zpogq.
Na péiprostej A znajdzmy punkt b taki, ze ab = oq. Istnieje punkt y ta-
ki, ze B(azy) oraz ay = pq. Na podstawie cechy przystawania b-k-b mamy
Ayab = Apqgo. Z przystawania wynika

Zabx < Laby = Zgop = PQ.

W przypadku ogdlnym rozwazamy polprosta A’ o poczatku w punkcie
a’, ktéry jest rzutem prostopadlym punktu z na prosta L(A), zgodnie zo-
rientowang z potprosta A. Na podstawie udowodnionej czesci na poltprostej
A’ istnieje punkt b’ taki, ze taki, ze Za'b'x < PQ. Jesli punkt b’ lezy na
polprostej A, to zachodzi Zab'x = Za'b/x < PQ. Jedli punkt b’ nie lezy na
poélprostej A, to biorac za b dowolny punkt na pélprostej A, z twierdzenia

o kacie zewnetrznym dostajemy Zabr = Za'bx < Za'bxz < PQ. O

4.7 Okregi i kola

Okregiem o Srodku w punkcie o i promieniu 7 > 0 nazywamy zbiér O(o,r) :=
{p € P: |op| = r}. Kolem otwartym o $rodku w punkcie o i promieniu r > 0
nazywamy zbior K(o,r) = {p € P : |op| < r}. Kolem domknietym o $rodku
w punkcie o i promieniu 7 > 0 nazywamy zbiér K (o,r) = {p € P : |op| <
r}.3 Cieciwg okregu nazywamy odcinek taczacy dwa rézne punkty na tym
okregu. Srednicqg okregu nazywamy cieciwe, ktéra przechodzi przez $rodek

tego okregu.

3Gdy méwimy, ze punkt lezy wewngtrz okregu O, mamy na mysli, ze lezy on w kole
otwartym o tym samym $rodku i promieniu. Gdy méwimy z kolei, ze punkt leZy na ze-
wnqgtrz okregu O, mamy na mysli, ze lezy poza kotem domknietym o tym samym $rodku

i promieniu.
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Twierdzenie 4.29. Dany jest okrgg o $rodku w punkcie o i promieniur > 0.
Jesli réine punkty a i b lezq w kole domknietym K (o,7), to odcinek ab jest

zawarty w kole otwartym K(o,r).

Dowdd. Ustalmy punkty o, a, b oraz promien r > 0 takie jak w zalozeniach.
Niech punkt p bedzie taki, ze B(apb). Jesli punkty o, a, b sa wspdlliniowe,
to rozwazajac wszystkie mozliwe przypadki, stwierdzamy nieréwnosé |op| <
max{|oa|, |ob|} < r. Zalézmy zatem, ze punkty o, a, b sa niewspolliniowe.
Katy Zopa oraz Zopb sa przylegle, wiec jeden z nich jest prosty lub rozwarty.
Jesli kat Zopa jest prosty lub rozwarty, to na mocy twierdzenia 3.40 kat Zoap
jest ostry, a stad na mocy twierdzenia 3.31 jest |op| < |oa| < r. Jedli kat

Zopb jest prosty lub rozwarty, to rozumujemy analogicznie. O

Jako wniosek z twierdzenia 4.29 dostajemy, ze kazda cieciwa okregu jest
zawarta wewnatrz kola otwartego (o tym samym $rodku i promieniu). Po-

nadto koto domkniete i kolo otwarte sa zbiorami wypuklymi.

Twierdzenie 4.30. Dane sq dwa rozne punkty a i b leZgce na okregu o srodku
w punkcie o i promieniu r > 0. Wowczas dowolny punkt p taki, ze B(pab)

lub B(abp), lezy poza kotem domknictym K(o,r).

Dowod. Ustalmy punkty o, a, b, p oraz promien r > 0 takie jak w zaloze-
niach, przy czym dla ustalenia uwagi zakladamy, ze B(pab). Jesli punkty o,
a, b sa wspolliniowe, to o jest §rodkiem odcinka ab oraz zachodzi B(paob),
a wowczas |op| > |oa| = r. Zalézmy zatem, ze punkty o, a, b sa niewspolli-
niowe. Wéwczas tréjkat Aoab jest rownoramienny, wiec kat Zoab jest ostry,
a kat Zoap jest rozwarty. Na podstawie twierdzenia 3.40 kat Zopa jest ostry,

i dalej na mocy twierdzenia 3.31 jest |op| > |oa| = 7. O

7 twierdzen 4.29 oraz 4.30 wynika, ze dowolna prosta ma z okregiem co
najwyzej dwa punkty wspdlne, lub innymi stowy dowolne trzy rézne punkty
lezace na okregu sa niewspoétliniowe. Ponadto jeéli prosta L ma z okregiem
O(o,7) dwa r6zne punkty wspolne a i b, to odcinek ab jest réwny przekrojowi

—
kota otwartego K (o,r) i prostej ab.

Twierdzenie 4.31. Dany jest okrqgg o $rodku w punkcie o i promieniu v >

0. Dla dowolnego punktu p lezgcego wewngtrz kola otwartego K (o,r) kolo
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otwarte K (p,r—|op|) jest zawarte w K (o, 7). Podobnie, dla dowolnego punktu
p lezgcego poza kotem domknietym K(o,r) koto otwarte K (p,|op| —r) jest
roztgczne z K(o,r).

Dowdd. Ustalmy punkt o oraz promien r > 0. Jesli p lezy wewnatrz kola
K(o,r), a x jest punktem takim, ze |pz| < r —|op|, to z nier6wnosci tréjkata
mamy |oxz| < |op| + |px| < r. Podobnie, jesli p lezy poza kotem K(o,7), a y
jest punktem takim, ze |py| < |op| —r, to |oy| = |op| — |py| > r. O

Twierdzenie 4.32. Dany jest okrqg o Srodku w punkcie o © promieniur > 0.
Dla dowolnych punktéw a, b takich, ze |oa| < r < |ob|, istnieje dokladnie

jeden punkt p lezgcy na odcinku ab i jednoczesnie na okregu O(o,1).

Dowdéd. Ustalmy punkty o, a, b oraz promien r > 0 takie jak w zalozeniach.

Dla dowodu istnienia punktu p definiujemy
X :={z € ab: |ox| < 1},
Y :={y € ab: |oy| > r},

przy czym przypuszczamy nie wprost, ze X UY = ab. Jedli x € X oraz
y €'Y, to zachodzi B(axy), gdyz w przeciwnym razie byloby B(ayx), co jest
sprzeczne z twierdzeniem 4.29. Istnieje na polprostej % punkt x taki, ze
lax| < r —|oa| oraz istnieje na péiprostej ba punkt y taki, ze [by| < |ob| — .
Na podstawie twierdzenia 4.31 punkt x lezy w zbiorze X, a punkt y lezy

w zbiorze Y.

Spetnione sa zalozenia twierdzenia 2.32, a zatem istnieje na odcinku ab

punkt p taki, ze @p C X oraz bp C Y. Rozwazmy przypadki:

(a) |op| < r. Wowczas istnieje na pélprostej E punkt ¢ taki, ze |pg| <
r — |op|. Na podstawie twierdzenia 4.31 punkt ¢ lezy w kole K(o,r)
oraz w zbiorze X. Z drugiej strony punkt ¢ lezy na odcinku pb C Y,

sprzecznosc.

(b) |op| > r. Woéwezas istnieje na pélprostej pd punkt ¢ taki, ze |pg| <
|op|—7. Na podstawie twierdzenia 4.31 punkt ¢ lezy poza kolem K (o, )
oraz w zbiorze Y. Z drugiej strony punkt g lezy na odcinku pa C X,

sprzecznosc.

1S4 to dobrze znane ogdlne wiasnosci kul w przestrzeniach metrycznych.
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Dowodzi to istnienia punktu p lezacego na odcinku ab i jednoczeénie na
okregu O(o, ).

Przypuéémy teraz, ze istnieje inny punkt p’ lezacy na odcinku ab i jed-
noczesnie na okregu O(o, r). Wéwczas zachodzi B(app’) lub B(ap’p). W obu
przypadkach na podstawie twierdzenia 4.30 punkt a lezy poza kolem K (o,r),

co jest niemozliwe. O

Twierdzenie 4.33. Dany jest okrgg o $rodku w punkcie o © promieniur > 0.
Dowolna pélprosta A o poczqtku w punkcie lezgcym wewngtrz kota K(o,r)

ma dokladnie jeden punkt wspélny z okregiem O(o, 7).

Dowdd. Ustalmy punkt o, promien r > 0 oraz pélprosta A o poczatku
w punkcie a takie jak w zalozeniach. Na pdlprostej A znajdZmy punkt b
taki, ze |ab] = 2r. Wéwczas |ob] > |ob| + |oa| — r > |ab| — r = r, wigc
z twierdzenia 4.32 odcinek ab ma punkt wspélny z okregiem O(o, 7).

Dowdd jednoznacznodci przebiega identycznie jak w twierdzeniu 4.32.
O

Moéwimy, ze prosta L jest styczna do okregu O (w punkcie p), gdy ma
ona dokladnie jeden punkt wspdlny p z tym okregiem. Méwimy, ze prosta L
jest steczna do okregu O, gdy ma ona doktadnie dwa punkty wspélne z tym

okregiem.

Twierdzenie 4.34. Dana jest prosta L oraz okrgg o srodku w punkcie o

i promieniu r > 0. Wowczas zachodzg nastepujgce warunki.

(i) Prosta L jest sieczna do okregu O(o,r) wtedy i tylko wtedy, gdy odle-

glosé L od punktu o jest mniejsza niz r.

(ii) Prosta L jest styczna do okregu O(o,r) wtedy i tylko wtedy, gdy odle-

glosé L od punktu o jest réwna r.

(iii) Prosta L jest rozlgczna z okregiem O(o,r) wtedy i tylko wtedy, gdy

odlegtos¢ L od punktu o jest wieksza niz r.

Dowdd. Ustalmy prosta L oraz okrag O o érodku w punkcie o i promie-
niu r > 0. Niech p bedzie rzutem prostopadltym punktu o na prosta L.

Jedli |op| < r, to na podstawie twierdzenia 4.33 obie pélproste o poczatku
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w punkcie p zawarte w L przecinaja okrag O, a wiec prosta L jest sieczna
do O.

Wiadomo, ze |op’| > |op| dla dowolnego punktu p’ na prostej L réznego
od p. Zatem jedli |op| = r, to prosta L jest styczna do okregu O, a jesli
lop| > r, to L jest rozlaczna z O. O

Gdy rézne punkty a i b leza na okregu O, to tukiem otwartym (na okregu
O) nazywamy czesS¢ wspdlna okregu O oraz pélplaszezyzny o brzegu %), przy
czym punkty a i b nazywamy kornicami tego tuku. Luk otwarty wraz z kon-
cami nazywamy tukiem domknietym. Kazde dwa rézne punkty na okregu
wyznaczaja dwa tuki, ktére nazywamy dopelniajgcymi. Jedli J jest tukiem,

to tuk dla niego dopemiajacy oznaczamy J*. Zachodzi (J*)* = J.

Twierdzenie 4.35. Dany jest okrgg O o Srodku w punkcie o oraz rézZne
punkty a ¢ b lezgce na tym okregu, przy czym o, a, b sq¢ niewspétliniowe.
Wowczas przekroj wnetrza kgta Zaob z okregiem O jest réowny tukowi na
okregu O wyznaczonemu przez te pétplaszczyzne o brzegu %}, ktéra nie za-

wiera punktu o.

Dowdd. Ustalmy punkty o, a, b i okrag O o promieniu r takie jak w zatoze-

niach.

Wezmy punkt p lezacy jednoczeénie na okregu O i we wnetrzu kata
Zaob. Odcinek ab ma punkt wspélny ¢ z pétprosta @. Zachodzi B(opq) lub
p = q lub B(ogp). Przypuszczenie B(opq) lub p = g prowadzi do sprzecznosci
r = |op| < |og| < r, gdzie ostatnia nieréwno$¢ wynika z twierdzenia 4.29.
Zatem B(ogp) i punkt p lezy w odpowiedniej polplaszczyznie.

Wezmy teraz punkt p lezacy jednoczesnie na okregu O i w pélplaszezyz-
nie o brzegu %, ktora nie zawiera punktu o. Odcinek op przecina prosta a
w pewnym punkcie g. Wtedy |og| < |op| = r, a wiec na podstawie twier-
dzenia 4.30 punkt g lezy na odcinku ab i punkt p lezy we wnetrzu kata
Zaob. O

Twierdzenie 4.36. Dany jest okrgg O o $rodku w punkcie o oraz tuk J
na tym okregu o konicach a i b. Prosta L jest prostopadia do prostej %
i przechodzi przez punkt o, przy czym przecina ona tuk J w punkcie c.

Wéwczas tuk J jest réwny sumie J, U {c} U Jy, gdzie J, jest przekrojem
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okregu O i wnetrza kgta Zaoc, a Jy jest jest przekrojem okregu O i wnetrza
kqta Zboc.

Dowdd. Ustalmy okrag O o érodku w punkcie o oraz tuk J na tym okregu

o koncach a i b, przy czym J jest zawarty w polptaszczyznie M o brzegu

%. Rozwazmy przypadki:

(a)

Punkt o nie lezy w péiptaszczyznie M. Na podstawie twierdzenia 4.35
tuk J jest rowny przekrojowi okregu O i wnetrza kata Zaob. Wystarczy

zatem zauwazyé, ze ot jest dwusieczna kata Zaob.

Punkt o lezy na prostej %. Wéwczas wystarczy zauwazy¢, ze rodzina
péiprostych o poczatku w punkcie o zawartych w polplaszczyznie M
rozpada sie na pélproste zawarte we wnetrzu kata Zaoc, pétprosta ot

oraz pOlproste zawarte we wnetrzu kata Zboc.

Punkt o lezy w potplaszczyznie M. Wowczas ma mocy twierdzenia
4.35 tuk J* jest réwny przekrojowi okregu O i wnetrza kata Zaob.
Wystarczy zatem zauwazy¢, ze rodzina wszystkich potprostych o po-
czatku w punkcie o rozpada sie na poélproste o_&, %, ot oraz polproste

zawarte we wnetrzu kata Zaob, kata Zaoc i kata Zboc.

O

Okrag O nazywamy okregiem wpisanym w trojkat Aabc, gdy jest on

styczny do prostych %, %, W w punktach lezacych odpowiednio na od-

cinkach ab, be, @e.

Zadania. Udowodnij.

. Jesli prosta L jest roztaczna z okregiem O(o,r), to wszystkie punkty

kota domknietego K (o0,r) leza po tej samej stronie prostej L.

Jedli rézne punkty a, b, ¢, d leza na jednym okregu oraz a i ¢ leza po

roznych stronach prostej ﬁ, to Oabed jest czworokatem wypuktym.

Jedli rézne punkty a, b, ¢, d leza na jednym okregu oraz punkt d lezy
we wnetrzu kata Zabe, to Oabed jest czworokatem wypuklym.

Jesli dwa okregi sa réwne, to maja ten sam Srodek i promien.
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5. Jesli proste L, oraz Ly sa styczne do okregu O w punktach odpowiednio

a i b oraz przecinaja sie w punkcie p, to pa = pb.

6. W kazdy trojkat mozna wpisaé¢ okrag.

4.8 Wzajemne potozenie dwoéch okregow

Twierdzenie 4.37. Jesli J jest lukiem otwartym o koricach a © b, to dla
kazdego € > 0 istnieje punkt q lezacy na luku J taki, zZe |aq| < e.

Dowdd. Ustalmy okrag O o srodku w punkcie o i promieniu r > 0, tuk J
na okregu O o koricach a i b. Niech prosta L bedzie prostopadia do prostej
% i przechodzaca przez punkt o, przy czym przecina ona tuk J w punkcie
c. Na podstawie twierdzenia 4.36 przekrdj wnetrza kata Zaoc z okregiem O
zawiera sie¢ w tuku J. Istnieje punkt p lezacy we wnetrzu kata Zaoc taki,
ze |ap| < %5. Na pélprostej op istnieje punkt ¢ taki, ze log| = r. Wéwcezas
punkt g lezy na tuku J. Rozwazmy nastepujace przypadki:

(a) B(ogp). Wéwezas kat Zagp jest rozwarty, wiec na podstawie twierdze-
nia 3.31 zachodzi |ag| < |ap| < 3¢ <.

(b) g =p. Wéwezas |ag| = |ap| < ie <e.

(¢) B(opq). Woéwczas wobec nieréwnosci Zpaq < Zoaq = Zoqa = Zpqa

1 twierdzenia 3.31 zachodzi
1
lag| < |ap| + |pq| < |ap| + |ap| < 2- JE=¢
O

7 cechy przystawania b-b-b oraz twierdzenia 3.12 wynika, ze gdy dane sa
dwa okregi o réznych érodkach o i o/, to w kazdej z péiplaszczyzn o brzegu
oo’ istnieje co najwyzej jeden punkt wspélny tych okregéw. W szczegdlnosci

dwa rézne okregi maja co najwyzej dwa punkty wspdlne.

Twierdzenie 4.38. Dane sq réine okregi O, O' o Srodkach odpowiednio
w punktach o, o' i promieniach odpowiednio r, r'. Punkty a i b sq punktami

—
przeciecia okreqgu O’ oraz prostej 0o, przy czym |oal < r < |ob|. Wéowczas
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w kazdej z pélplaszczyzn o brzegu Q istnieje dokladnie jeden punkt przeciecia
okregéw O oraz O i sq to jedyne punkty przeciecia tych dwdch okregéw. Jesli
u oraz v sq réznymi punktami przeciecia okregéw O oraz O', to prosta W jest
prostopadia do prostej oo, uk I na okregu O’ o konicach u i v zawierajgcy

punkt a lezy wewngtrz okregu O, za$ tuk I'* lezy na zewngtrz okregu O.

Dowdd. Ustalmy punkty o, o/, a, b oraz promienie r, r’ takie jak w zalo-
zeniach oraz poéiplaszczyzne M o brzegu (%3 . Oznaczmy przez H rodzine
wszystkich pélprostych o poczatku w punkcie o' zawartych w polplaszczyz-
nie M. Dla kazdej polprostej P € H istnieje dokladnie jeden punkt up

lezacy na P taki, ze |o'up| = . Niech
X :={X e H: |oux| <1},

Y:={Y € H: |ouy| > 1},

przy czym przypuszczamy nie wprost, ze X UY = H. Poniewaz M N O’ jest
tukiem o koricach a i b oraz |oa| < r < |ob|, wiec z twierdzen 4.31 oraz 4.37
wynika, ze rodziny X i ) sa niepuste. Je$li X € & oraz Y € ), to na mocy
twierdzenia 3.33 zachodzi A — X — Y, gdzie A := o’—0>.

Spelnione sg zalozenia twierdzenia 2.34. Istnieje pétprosta P € H taka,
ze z warunku A — X — P wynika X € X, a z warunku P — Y — A* wynika
Y € Y. Rozwazmy przypadki:

(a) |oup| < r. Wowcezas przekrdj J okregu O’ i wnetrza kata Zupo’b =
PA* jest tukiem i na podstawie twierdzen 4.31 oraz 4.37 dla ¢ =
_>
r — |oup| istnieje punkt ¢ lezacy na J taki, ze |og| < r. Wtedy o'q € X
H

i jednoczesnie P — o'q — A*, sprzecznosé.

(b) |oup| > r. Wowezas przekrdj J okregu O’ i wnetrza kata Zupo'a = PA
jest tukiem i na podstawie twierdzen 4.31 oraz 4.37 dla € = |oup| — r
H
istnieje punkt ¢ lezacy na J taki, ze |og| > r. Wtedy o'q € Y i jedno-
_)

czeé$nie P — o'q — A, sprzecznoéé.

Dowodzi to istnienia pdlprostej P € H takiej, ze |oup| = r. Punkt up
lezy na obu okregach O oraz O’ a jego jednoznaczno$é wynika z cechy

przystawania b-b-b oraz twierdzenia 3.12. Poniewaz zaden punkt prostej
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Q nie jest punktem wspdlnym okregdéw O oraz O', istnieja doktadnie dwa
punkty wspoélne tych okregdw.

Jesli u oraz v sg réznymi punktami przecigcia okregéw O oraz O, a I
jest tukiem na okregu O’ o koricach u i v zawierajacym punkt a, to na mocy
twierdzenia 4.36 zbiér I\ {a} jest réwny sumie odpowiednich dwoch tukow,
z ktorych kazdy jest zawarty wewnatrz okregu O, za$ zbiér I* \ {b} jest
rowny sumie odpowiednich dwéch tukow, z ktérych kazdy jest zawarty na

zewnatrz okregu O. 0

Twierdzenie 4.39. Dane sq punkty o, o' oraz liczby dodatnie r, r'.
(i) Jeslir+r' < |od'|, to kota domkniete K (o,7) oraz K(o',r") sq roztgczne.

(ii) Jesli v + ' = |od|, to kola domkniete K(o,r) oraz K(o',r") majq
dokladnie jeden punkt wspdlny, ktory lezy na obu okregach i na odcinku

00'.

—
(iii) Jesli |r—r'| < |od'| < r+7', to punkty a i b przeciecia prostej oo’ z okre-
giem O’ mozna oznaczyé w ten sposdb, ze |oa| < r < |ob| i zachodzi

teza twierdzenia 4.38.

(iv) Jesli 0 < r —r" =|od|, to okregi O(o,r) oraz O(d',1") majq dokladnie
jeden punkt wspdlny p taki, Ze zachodzi B(po'o), zas kolo domkniete
K(0,1") zawiera si¢ w zbiorze K(o,7) U {p}.

(v) Jesli |od'| < r — 1!, to kolo domknicte K(o',r") zawiera si¢ w kole

otwartym K(o,r).
Dowdd. Ustalmy punkty o, o' oraz liczby dodatnie r, r'.

(i) Zalézmy, ze r + ' < |od'|. Przypusémy, punkt ze a lezy jednoczesnie
w kotach domknietych K(o,r) oraz K(o',r"). Wéwezas |oo'| < |oa| +

|o'al < r 41" <]od|, co jest niemozliwe.

ii) Zalézmy, ze r + ' = |o0’|. Istnieje na odcinku oo’ punkt p taki, ze

ii) Zaléz 7 ! '|. Istniej dcink ! kt p tak
op| = r oraz |0'p| = r'. Przypuscmy, ze punkt a inny niz punkt p lez
jednoczesnie w kotach domknigtych K (o,r) oraz K(o',r"). Wéwezas

lod'| < |oal + |0d'al < |oal + 7" < r 41" = |od|, wiec |oa| = r oraz
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|o'a| = /. Poniewaz otrzymaliémy réwno$é w nieréwnosci trojkata,

wiec mamy takze B(oao’) oraz a = p, sprzecznosé.

(iii) Zalézmy, ze |r —71'| < |od'| < r+1'. Wezmy punkt a na pdlprostej 0/—0>
taki, ze |0’'a| = 1/, oraz punkt b na pdlprostej c70>>k taki, ze |o'b] = 7’.
Wéwezas |bo| = |0d'| + |[0'b] = |od'| + 7" > r, wiec punkt b lezy na
zewnatrz okregu O. W przypadku B(o'ao) zachodzi |ao| = |oo/| —
|o'al = |od'| — 1" < r, za§ w przypadku B(o'oa) zachodzi |ao| = |ao| —

lod’| = 1" — |od'| < r. Zatem punkt a lezy wewnatrz okregu O.

(iv) Zalézmy, ze 0 < r — 1’ = |oo'|. Istnieje punkt p taki, ze |op| = r,
|o'p| = 1’ oraz zachodzi B(oo'p). Ustalmy punkt a inny niz punkt
p lezacy w kole domknietym K (o',r’). Wéwcezas albo |oa| < r albo
r < loal < |0'al + |0d'| < ' 4 |od'| = r, a w tym drugim przypadku

a = p, co jest niemozliwe. Zatem a lezy w kole otwartym K (o,r).

(v) Zalézmy, ze |oo'| < r — r'. Wéwezas dla dowolnego punktu a w kole

domknietym K (o, r") zachodzi |oa| < |0'a| + |oo'| < ' + |od| < r.

Zadania. Udowodnij.

1. Jeslia <b+c¢, b<a+c, c<a+b, toistnieje trojkat o bokach a, b, c.

2. Dane sg okregi O, O’ oraz punkty z, y na okregu O', przy czym z lezy
wewnatrz okregu O, a y lezy na zewnatrz okregu O. Wdwczas istnieja
dokladnie dwa punkty wspdlne okregéw O, O’ i lezg one po réznych
stronach prostej @
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Rozdziat 5

Geometria euklidesowa

W tym rozdziale zakladamy wszystkie wprowadzone dotychczas aksjomaty:
incydencji wraz z pewnikiem Euklidesa, uporzadkowania wraz z aksjomatem

cigglodci, a takze przystawania.!

Relacja réwnolegtosci prostych jest réwnowaznoscia.

Twierdzenie 5.1. Jesli proste L1 ¢ Lo sq rozlgczne oraz przeciete prostq
K, to kqty naprzemianlegle wewnetrznie (utworzone przez proste Ly i Lo

przeciete prostq K ) sa przystajgce.

Dowdéd. Ustalmy proste L1, Lo oraz K takie jak w zalozeniach. Niech a; i as
beda punktami przeciecia prostej K odpowiednio z prostymi L i Lo. Niech
Ajp i Ay beda pélprostymi zawartymi odpowiednio w prostych Ly i Lo o po-
czatkach odpowiednio w punktach aq i as, przy czym A; i As leza po réznych
stronach prostej K. Na podstawie aksjomatu P3 w pélptaszczyznie o brzegu
K zawierajacej polprosta As istnieje péiprosta A o poczatku w punkcie as
taka, ze ajas A1 = azaj A. Na mocy twierdzenia 3.29 proste Ly = L(A;) oraz
L(A) sa réwnolegte. Z pewnika Euklidesa dostajemy L(A) = Lo = L(As).
Poniewaz pdlproste A 1 As leza po tej samej stronie prostej K, wiec A = As.
Zatem ayasA; = agaj As. O

Jako wniosek z twierdzenia 5.1 dostajemy, ze jesli dwie proste sg roztacz-

ne oraz przeciete trzecia prosta, to katy odpowiadajace sa przystajace, katy

1Jest to zestaw aksjomatéw, ktéry opisuje geometrie euklidesows w sposéb kategorycz-

ny.
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naprzemianlegle sa przystajace, za§ suma miar katow jednostronnych wy-
nosi 180°. Istotnie, wynika to z przystawania katéw wierzchotkowych oraz
stad, ze suma miar katéw przyleglych wynosi 180°.

Ponizsze twierdzenie jest znane jako oryginalne sformutowanie pewnika
Fuklidesa.

%
Twierdzenie 5.2. Jesli %A, baB sq kgtami jednostronnymi wewnetrznie,

a ich suma miar jest mniejsza od 180°, to pdlproste A i B przecinajg sie.

Dowdd. Ustalmy polproste A i B (o poczatkach w punktach odpowiednio a
i b) takie jak w zalozeniach. Przypu$émy, ze p6lproste A i B sie nie przeci-

naja. Woéwczas mozliwe sa dwa przypadki:

(a) Polproste A* i B* przecinaja si¢ w punkcie ¢. Wéwezas z twierdzenia

o kacie zewnetrznym jest Zabe < %A, a wiec
— —
180° = |Zabe| + [baB| < |abA| + |baB| < 180°,
co jest niemozliwe.

(b) Proste L(A) oraz L(B) sa réwnolegle. Wéwczas z twierdzenia 5.1 wnio-

%
skujemy, ze \%A\ + |baB| = 180°, co jest sprzeczne z zalozeniem.
O

Twierdzenie 5.3. Suma miar kqtow wewnetrznych w tréjkgcie jest rowna
180°.

Dowdd. Ustalmy trojkat Aabe. Przez punkt ¢ poprowadzmy prosta L réw-
nolegla do prostej %). Oznaczmy przez A te pdiprosta o poczatku w punkcie
¢, ktéra lezy po tej samej stronie prostej %, co punkt a. Katy Zcba oraz
A*c? sa naprzemianlegle wewnetrznie (utworzone przez proste L i % prze-
ciete prosta %) Biorac punkt d na pélprostej A, Uabed bedzie czworokatem
wypuklym na mocy twierdzenia 2.23. Stad wynika, ze c4Ai Zcab sg katami
naprzemianleglymi wewnetrznie (utworzonymi przez proste L i % przeciete
prosta %), a ponadto % — ¢4 — A. Wobec przystawanie katow naprzemian-
legltych mamy

| Zabe| + | Zbac| + | Zach| = | A*cb| + | AG| + | Zach| = | A*cb| + | Ach| = 180°.

O]
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Twierdzenie 5.4. Dany jest czworokgt wypukly Oabed. Wowczas nastepu-

jace warunki sq rownowazne:

(i) Oabed jest réwnoleglobokiem.
—
(ii) ab = cd oraz ab || cd.
(iii) ab = cd oraz be = da.

Dowdd. Ustalmy czworokat wypukly Oabed.

Jesli Oabed jest rownoleglobokiem, to na mocy twierdzenia 5.1 mamy
Zabd = cdb oraz Zadb = Zcbd i na podstawie cechy przystawania k-b-k jest
Aabd = Ncdb.

—
Jedli ab = cd oraz ab || cd, to na mocy twierdzenia 5.1 mamy Zabd = cdb

i na podstawie cechy przystawania b-k-b jest Aabd = Acdb, co pociagga takze

be || da.

Jedli ab = cd oraz bc = da, to na podstawie cechy przystawania b-b-b
—
jest Aabd = Acdb, co pociaga ab || @ oraz % | da. O

Twierdzenie 5.5. Jesli AB, A'B’ sq kqtami takimi, ze A || A', B || B', to
AB = A'B'.

Dowdd. Ustalmy pétproste A, B, A’, B’ takie jak w zalozeniach.

Gdy L(A) = L(A’), to polproste A, A’ sa zgodnie zorientowane, a pol-
proste B, B’ leza po tej samej stronie prostej L(A) = L(A’) i wowczas
katy AB, A’B’ sa odpowiadajace utworzone przez proste réwnolegte. Gdy
L(B) = L(B'), dowdd jest analogiczny.

W przypadku ogblnym z pewnika Euklidesa wynika, ze pélproste B oraz
A’ przecinaja sie w pewnym punkcie o. Niech A! bedzie p6lprosta o poczatku
w punkcie o zgodnie zorientowang z polprosta A’ i niech B, bedzie pdlprosta
o poczatku o zgodnie zorientowana z potprosta B. Na podstawie udowod-
nionej czesci mamy

AB= A B, = A'B'.

Zadania. Udowodnij.
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1. Czworokat wypukly jest réwnolegtobokiem wtedy i tylko wtedy, gdy
jego przekatne dzielg sie na polowy.

2. Symetralne bokéw w dowolnym trdojkacie przecinaja sie w jednym

punkcie.

3. Kazdy czworokat Saccheriego i kazdy czworokat Lamberta sa prosto-
katami.

4. Odlegltosé miedzy prostymi réwnoleglymi jest stala (odleglosé dowol-
nego punktu jednej prostej od drugiej prostej nie zalezy od wyboru

tego punktu).

5. Zbiér punktéw jednakowo odleglych od prostej L jest sumg dwdch
prostych (réwnoleglych i lezacych po réznych stronach L).

5.1 Twierdzenie Talesa i cechy podobienstwa

Twierdzenie 5.6. Dane sq proste L, L* oraz prosta K, ktéra nie jest row-
nolegta ani do L, ani do L*. Wowczas rzutowanie réwnolegte f: L — L*

w kierunku prostej K przenosi odcinki przystajgce na odcinki przystajgce.

Dowdd. Ustalmy proste L, L* oraz K takie jak w zalozeniach. Niech a, b,
a1, by bedg punktami na prostej L takimi, ze ab = a1b;.
Jesli L || L*, to czworokaty Oabf(b) f(a) oraz Oayby f(b1)f(a1) sa réw-

nolegtobokami i wobec twierdzenia 5.4 zachodzi
f(a)f(b) =ab=a1b; = f(a1)f(b1).

Zalbézmy, ze proste L oraz L* przecinajg sie w dokladnie jednym punk-
cie 0. Oznaczmy przez K,, Ky, K, , K, proste rownolegte do prostej K
przechodzace odpowiednio przez punkty a, b, a1, b;. Mozemy bez straty
ogolnosci zatozyé, ze pélproste c% oraz (;1—1)—; sa zgodnie zorientowane. Prosta
réwnolegla do prostej L przechodzaca przez punkt f(b) przetnie prosta K,
w pewnym punkcie ¢, zas prosta rownolegta do prostej L przechodzaca przez
punkt f(b1) przetnie prosta K,, w pewnym punkcie ¢;. Wéwczas czworokaty

Oacf(b)b oraz Oajcy f(b1)by sa réwnoleglobokami, a wiec
—
e ®) | ab | by || exf(br)
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oraz

cf(b) =ab=aiby = c1f(b1).

Na podstawie twierdzenia 5.4 czworokat Ulef(b)f(b1)c1 jest réwnoleglo-
bokiem, a wiec &¢ || L* i czworokat Cef(a)f(a)er tez jest réwnole-

globokiem. Stad cf(a) || c1f(a1) i na podstawie twierdzenia 5.5 ma-
my Zf(a)cf(b) = Zf(a1)c1f(b1). Na mocy cechy przystawania b-k-b jest
Af(a)ef(b) = Af(ar)erf(br), co dowodzi f(a)f(b) = f(a1)f(b1). O

Twierdzenie 5.7. Dane sq proste L, L* oraz prosta K, ktora nie jest row-

nolegla ani do L, ani do L*. Na prostej L lezg punkty a, b, c, d takie, Ze

odcinki ab i cd sq wspolmierne tzn. iloraz % jest liczbg wymierng. Wowczas

lab] _ | f(a)f(b)]
led| | f(e) f(d)]’

gdzie f: L — L* jest rzutowaniem réownoleglym w kierunku prostej K.

Dowod. Ustalmy proste L, L*, K oraz punkty a, b, ¢, d takie jak w za-

tozeniach. Niech % = =, gdzie n i m sa liczbami naturalnymi. Oznacz-
my x := @ = \%1\ oraz niech y = |f(p)f(q)| dla kazdego odcinka pg na

prostej L o dlugoéci  (na mocy twierdzenia 5.6 wartos¢ y nie zalezy od
wyboru odcinka pg). Dzielimy odcinek ab na n réwnych czesci punktami
a = ep,e1,...,e, =b. Namocy twierdzenia 5.6 odcinek f(a)f(b) jest podzie-
lony na n réwnych czeéci punktami f(a) = f(eo), f(e1),-.., f(en) = f(b).
Stad |f(a)f(b)| = n|f(eo)f(e1)| = ny. Postepujac podobnie z odcinkiem cd,
dostajemy |f(c)f(d)| = my. Zatem

[f@)fO) _ny _ n _ |ab]

[f(Of@]  my  m  ed|
O

Twierdzenie 5.8 (Talesa). Dane sq proste L, L* oraz prosta K, ktdra nie
jest rownolegta ani do L, ani do L*. Na prostej L lezq odcinki ab oraz cd.

Woéwczas

lab] _ | f(a)f(b)]
led] | f(e)f(d)]’

gdzie f: L — L* jest rzutowaniem rownoleglym w kierunku prostej K.
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Dowdd. Ustalmy proste L, L*, K oraz punkty a, b, ¢, d takie jak w zalo-

zeniach. Znajdzmy ciag (7, )nen liczb wymiernych mniejszych od %, ktéry

jest zbiezny do I%Zl. Dla kazdego n € N mamy r,|cd| < |ab|, wiec istnie-
je punkt e, € ab taki, ze |ae,| = rp|ed|. Wéwezas odcinki ae,, oraz cd sa
wspélmierne, wiec na podstawie twierdzenia 5.7 zachodzi
@ f(en)| _laen _
[ f )] ed]
Poniewaz rzutowanie réwnoleglte zachowuje relacje lezenia miedzy, dostaje-
my f(en) € f(a)f(b), czyli [f(a)f(en)| < [f(a)f(b)]. Stad
@it _ [ @so)
[ff @] [f(e)f(d)]
Przechodzac do granicy przy n — oo dostajemy
labl _ |£(a)f(0)]
lcd| | f(c) f(d)|

Dowdéd nieréwnosci przeciwnej jest analogiczny. O

Twierdzenie 5.9. Dane sq proste L oraz L' ktére przecinajq sic w punkcie

0. Na prostej L lezq punkty a i b (rézne od punktu o), a na prostej L' punkty
—

a' i b (réine od punktu o). Jesli proste aa’, bb' sq réwnolegle, to

@ _od'|  |ad/|
lob| — |ob/|  |bb|

Dowdd. Ustalmy proste L i L' oraz punkty o, a, b, a’, V' takie jak w zalo-

!/
. . 7 s s |OQ O . . :
zeniach. Réwnosé —||Ob|‘ = ||OZ,|| wynika wprost z twierdzenia Talesa. Na mocy

pewnika Euklidesa prosta rownolegla do prostej L przechodzaca przez punkt
a’ przecina prosta ?ﬁ w pewnym punkcie ¢. Czworokat Caa’cb jest réwno-
leglobokiem, wiec aa’ = be. Stosujac twierdzenie Talesa do prostych L' i <b_b’>
i rzutowania w kierunku prostej L, dostajemy

lod/| b laa'|
lob/| — |bb/|  |bb/|’

O]

Twierdzenie 5.10 (Odwrotne do Talesa). Dane sq proste L oraz L' ktdre
przecinajg sie w punkcie o. Na prostej L lezqg punkty a i b (rézne od punktu
0), a na prostej L' punkty o' i V' (réine od punktu o). Zachodzi réwnosé

loa] _ ]od| : -
Tob] = o] 0T0% jeden z warunkow:
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o —B(aob), ~B(d'ob').
e B(aob), B(a'ol).
—
Wowczas proste aa’ i bb' sq réwnolegle.

Dowdd. Ustalmy proste L i L’ oraz punkty o, a, b, a’, b’ takie jak w zatoze-
niach. Prosta réwnolegta do prostej aa’ przechodzaca przez punkt b’ przecina
prosta L w pewnym punkcie b;. Na podstawie twierdzenia 5.9 mamy

loa|  |od|  oal

lob1|  |oV/|  |ob|’

Stad ob; = ob. Ponadto, poniewaz rzutowanie rownolegle zachowuje relacje

lezenia miedzy, z drugiego zalozenia wynika, ze punkty b i b; leza na tej samej
polprostej o poczatku w punkcie o. Na podstawie aksjomatu P2 dostajemy
b= b. O

Twierdzenie 5.11. Dane sq rézne punkty o, a, b, a’, b, gdzie punkty o, a,
b sq wspétliniowe lezgce na prostej L, zas a’ i V' lezq poza prostq L. Proste
cﬁ z<b_1} sq rownolegle oraz

loa|  |ad/|

job ~ [ob]”

przy czym zachodzi jeden z nastepujgcych warunkow.

e Punkty a i b lezg na tej samej polprostej o poczgtku w punkcie o,

a punkty a’ i V' lezqg po tej samej stronie prostej L.

e Punkty a i b lezg na roznych polprostych o poczgtku w punkcie o,

a punkty a’ i b’ lezq po rézinych stronach prostej L.
Wowczas punkty o, a’, V' sq wspétliniowe.

Dowdd. Ustalmy punkty o, a, b, a’, b oraz prosta L takie jak w zalozeniach.

Prosta réwnolegta do prostej aa’ przechodzaca przez punkt b przecina prosta
—
oa’ w pewnym punkcie b*. Na podstawie twierdzenia 5.9 mamy

lad’| _ |oa| _ |ad|
|bb*|  |ob|  |bb/|’

Stad bb* = bb'. Z drugiego zalozenia wynika z kolei, ze punkty b* i b’ leza

po tej samej stronie prostej L, a wiec na tej samej potprostej o poczatku

w punkcie b. Na podstawie aksjomatu P2 dostajemy b’ = b*. O
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Trojkaty Aabe oraz Aaibicy nazywamy podobnymi, co zapisujemy
ANabe ~ Aarbiey, gdy Zabe = Zaibicy, Zbac = Zbiajer, Zach = Zajeiby

oraz
|ab| B |be| B lac|

larb1| — |bica|  |arer|

Na mocy twierdzenia 4.12 definicja nie zalezy od wyboru miary odcinkow.

Twierdzenie 5.12 (Cecha podobienistwa k-k). Dane sq¢ punkty niewspétli-
niowe a, b, ¢ oraz punkty niewspotliniowe aq, b1, c1. Jesli Zabc = Za1bycy

oraz Lbac = Zbiaicy, to Nabe ~ Aarbier.

Dowdéd. Ustalmy punkty a, b, ¢, a1, b1, c1 takie jak w zatozeniach. Z twierdze-
nia o sumie miar katéw w tréjkacie wynika Zach = Zajc1by. Na polprostej
% istnieje punkt b’ taki, ze ab’ = a1b1, a na pélprostej aé istnieje punkt ¢/
taki, ze ac’ = ajc;. Poniewaz /biaicy = Zbac = /b ac’, wigc na mocy cechy
przystawania b-k-b dostajemy Aab'c’ = Aaibici. Z przystawania wynika
Zab'd = Zaybyey = ZLabe, a katy Zab'c 1 Zabe sa odpowiadajace (utworzo-
ne przez proste % i <b’—g przeciete prosta %) Na podstawie twierdzenia 3.29

proste Y il sa réwnolegle, a wiec z twierdzenia 5.9 mamy

lab'|  Jac| |V

labl] — |ac| b
oraz Aabc ~ Nab'd = Naibic;. O
Twierdzenie 5.13 (Cecha podobienstwa b-k-b). Dane sq¢ punkty niewspdt-
liniowe a, b, ¢ oraz punkty niewspétliniowe aq, by, c1. Jesli Q?Zh = |C|LT2|1‘

oraz Zbac = Zbiaqcy, to Nabe ~ Aarbier.

Dowdd. Ustalmy punkty a, b, ¢, a1, by, c1 takie jak w zalozeniach. Na pél-
prostej c% istnieje punkt b’ taki, ze ab’ = a1by, a na pdlproste; at istnieje
punkt ¢ taki, ze ac’ = ajcy. Poniewaz Zbiaicy = ZLbac = Zbac, wiec na

mocy cechy przystawania b-k-b dostajemy Aab'c’ = Aaibici. Mamy

lab| — lab]  lac|  |ac]|

ab/| — farbi|  farer]  fad|

—
Spelnione sa zalozenia twierdzenia 5.10, wiec proste % oraz b'c’ sa réwnole-
gle, a katy odpowiadajace Zabc i Zab'c' sa przystajace. Na podstawie cechy
podobienstwa k-k dostajemy Aabc ~ Aab'd = Aaibic;. O
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Twierdzenie 5.14 (Cecha podobienistwa b-b-b). Dane sq punkty niewspdl-

lintowe a, b, ¢ oraz punkty niewspotliniowe ay, by, c1. Jesli

lab|  |bc|]  |ac]

larb1| — |bici|  Jarer|’

to Nabc ~ Nayibicy.

Dowdd. Ustalmy punkty a, b, ¢, a1, b1, c1 takie jak w zalozeniach. Na péi-
prostej % istnieje punkt b’ taki, ze ab’ = a1by, a na polprostej at istnieje
punkt ¢ taki, ze ac’ = ajc;. Mamy

lab| — lab]  ac|]  |ac]
/|'

lat/|  |aibi|  |aiei|  |ac

<
Spelnione sg zalozenia twierdzenia 5.10, wiec proste % oraz b'c sa réwnole-
gle, a katy odpowiadajace Zabc i Zab'c' sq przystajace. Na podstawie cechy
podobienstwa k-k dostajemy Aabc ~ Aab'c. Z podobienstwa i zalozenia

wynika
|be| B |ab| B |ab| B |be|

| |ab/|  |aibi]  |bier]”
Stad b'¢ = bic; i na podstawie cechy przystawania b-b-b dostajemy
Aaibic; = Aab'c ~ Aabe. O

Zadania. Udowodnij.

1. Dane sg tréjkaty podobne Aabe oraz Aaybicy. Wowczas trojkaty Aabd
oraz Aaibid; sa podobne, gdzie punkt d jest srodkiem odcinka be,

a punkt d; jest srodkiem odcinka bic;.

2. Dane sa punkty niewspoétliniowe a, b, c. Punkty a; i b1 sa spodkami
wysokosci tréjkata Aabe opuszczonych z wierzchotkéw odpowiednio a

i b. Wéwcezas |aay| - |be| = |bby| - |ac|.?

5.2 Twierdzenie Pitagorasa i ukltad wspoétrzednych

Twierdzenie 5.15 (Pitagorasa). Jesli Aabe jest trojkatem takim, Ze Zach
jest kgtem prostym, to |ab|* = |bc|? + |ac|?.

2Réwno$é ta méwi miedzy innymi, ze definicja pola tréjkata nie zalezy od wyboru

podstawy i wysokosci.
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Dowdd. Ustalmy punkty a, b, c¢ takie jak w zalozeniach. Niech p bedzie

rzutem prostopadlym punktu ¢ na prosta %. Woéwezas B(apb), Zcab = Zcap

oraz Zcba = Zcbp. Na mocy cechy podobienstwa k-k zachodzi Acap ~
lap| _ |ac| lop| _ |bel

Abac ~ Abep. Z podobienstwa wynika Tacl = fabl O™ Tl = Tab|" Zatem

jacl? + [be|* = (lap| + |bp)|ab] = ab]*.
O

Gdy | - | jest miara odcinkéw, a pélproste A i B sa takie, ze AB jest
katem prostym o wierzchotku o, to ukladem wspdlrzednych (wyznaczonym
przez te miare i kat skierowany (A, B)) nazywamy funkcje ®: P — R? taka,
ze ® = (f1, f2), gdzie

lop| , gdype€ A,
fila)=4 0 , gdy p=o,
—lop| , gdy p € A,

log] , gdy q € B,
f2(a): 0 y gdyq:07
—log| , gdy q € B,

, przy czym p i g sg rzutami prostopadtymi punktu a na proste odpowiednio
L(A)i L(B).

Twierdzenie 5.16. Uklad wspdlrzednych jest bijekcjg miedzy plaszczyzng
i R?.

Dowod. Ustalmy ukltad wspoétrzednych & wyznaczony przez miare odcinkow
| - | i kat skierowany (A, B). Sprawdzenie, ze ® jest funkcja réznowartoscio-
wa, pozostawiamy czytelnikowi. Dla dowodu, ze jest ona suriekcja, ustalmy
(z,y) € R?. Na prostej L(A) znajdujemy punkt p wedlug nastepujacych
przypadkow:

(a) Jesli x > 0, to p lezy na pdlprostej A oraz |op| = .
(b) Jedli x =0, to p = o.

(c) Jesli x < 0, to p lezy na pélprostej A* oraz |op| = —=.
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Postepujac analogicznie z péiprosta B oraz liczba y € R, znajdujemy punkt
g na prostej L(B). Przez punkt p prowadzimy prosta L prostopadla do
L(A), a przez punkt ¢ prosta K prostopadla do L(B). Wéwczas proste L
i K przecinaja si¢ w dokladnie jednym punkcie a, gdyz gdyby L || K, to
L(A) || K || L || L(B), co daje sprzecznos¢. Zachodzi ®(a) = (z,y). O

Twierdzenie 5.17. Dany jest uklad wspolrzednych ® oraz punkty a i b.

Wowczas

|abl = \/(xb = 2a)® + (Yo — ¥a)?,

gdZie (I)(CL) = (:Ea, ya) Z(I)(b) = (xbvyb)'

Dowdd. Ustalmy uklad wspélrzednych @ (wyznaczony przez miare odcinkéw
| - | i kat skierowany (A, B)) oraz punkty a i b. Przez punkt a prowadzimy
prosta L réwnoleglta do prostej L(A), a przez punkt b prowadzimy prosta
K réwnolegta do L(B). Proste L i K przecinaja sie w pewnym punkcie c.
Wéwezas czworokaty Upppgac oraz Ug.qpbe sa prostokatami, gdzie p, i pp
to rzuty prostopadle odpowiednio punktéw a i b na prosta L(A), natomiast
da 1 qp to rzuty prostopadle odpowiednio punktéw a i b na prosta L(DB).
Rozwazmy nastepujace przypadki:

(a) b= c. Wowczas y, = yp oraz

ab| = lac = [pypal = leb — 2al = /(@6 — 20)? + (v — ).

(b) a = c. Wéwezas x, = xp 1 rozumujemy analogicznie.

(c) Punkty a, b, ¢ sa niewspo6lliniowe. Wéwezas z twierdzenia Pitagorasa

w trojkacie Aabc mamy
|abl* = |acf® + [be]* = [paps|? + |gaasl* = (25 — 2a)* + (6 — ya)*.
O

Uwaga. Wzér na odlegtos¢ w twierdzeniu 5.17 oznacza, ze funkcja @ jest
wzajemnie jednoznaczna izometria miedzy plaszczyzna P oraz plaszczyzna
euklidesowa R? (ktéra jest modelem geometrii). Poniewaz kazda izometria

zachowuje przystawanie katow, relacje lezenia miedzy oraz wspétliniowosé,
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dostajemy jako wniosek, ze dowolny model geometrii euklidesowej jest izo-

morficzny z R2.

Zadania. Udowodnij.

1. Jesli w tréjkacie zachodzi réwnosé |ab|? = |ac|? + |be|?, to tréjkat jest

prostokatny (twierdzenie odwrotne do Pitagorasa).

5.3 Trygonometria

Sinusem kata swobodnego ostrego 21 nazywamy stosunek sin 2 = L%, gdzie

Aabe jest tréjkatem prostokatnym takim, ze [Zbac] = 2. Z pewnika Euklide-
sa wynika, ze taki tréjkat zawsze istnieje. Z cechy podobienstwa k-k wynika,
ze wszystkie takie trojkaty sa podobne, a wiec sinus nie zalezy od ich wy-
boru. Z twierdzenia 4.12 wynika ponadto, ze sinus nie zalezy tez od wyboru
miary odcinkéw. Zgodnie ze znanym wzorem redukcyjnym okreslamy sinus
kata swobodnego rozwartego 2 jako sinus kata do niego przyleglego 2*, za$

sinus kata swobodnego prostego definiujemy jako 1.

Mozemy tez w naturalny sposéb jednoznacznie okresli¢ sinus (zwiaza-
nego) kata oraz wobec twierdzenia 4.22 sinus dowolnej liczby x € (0, 180°)
(jako sinus kata o mierze réwnej x). Symbol sin jest wobec tego stosowany

réwniez dla katéw zwiazanym oraz liczb.

Pozostate funkcje trygonometryczne wprowadzamy standardowo. Jesli
Aabc jest tréjkatem prostokatnym takim, ze [Zbac] = 2, to cosinusem kata
|ac]

20 nazywamy stosunek cos2l = [ab| tangensem kata 2 nazywamy stosunek

tgA = %, a cotangensem kata 2 nazywamy stosunek ctg A = %.3 Gdy A
jest katem swobodnym rozwartym, to okreslamy cos? = — cos*, tg? =
—tg A* oraz ctgA = —ctgA*. Cosinus i cotangens kata prostego wynosza 0,
za$ tangens kata prostego jest niezdefiniowany.

Uwagi dotyczace istnienia i jednoznacznosci sinusa katéw oraz sinusa
liczb rzeczywistych przenosza sie w analogiczny sposéb na pozostalte funkcje

trygonometryczne.

3Pomijamy pozostale dwie rzadko spotykane funkcje trygonometryczne, czyli sekans

i kosekans.
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Z definicji wynikaja nastepujgce znane wzory redukcyjne?:
sin(180° — «) = sin a,

sin(90° 4+ «) = cos «,
sin(90° — «) = cos «,
cos(180° — o) = —cos a,
cos(90° + o) = —sina,
cos(90° — a) = sina.
7 twierdzenia Pitagorasa wynika natomiast réwnosé

2

sin® a + cos® o = 1.

Twierdzenie 5.18. Dane sq liczby a, B € (0,180°) takie, ze o+ [ < 180°.
Wéwczas

sin(a + () = sin 5 cos a + sin a cos 3.

Dowdd. Ustalmy liczby «, § takie jak w zalozeniach. Istnieja pdlproste A,
B, C takie, ze |AB| = «a, |BC| =  oraz A — B — C, przy czym punkt o jest
poczatkiem tych potprostych. Rozwazmy nastepujace przypadki.

(a) a+ B < 90° (tzn. kat AC jest ostry). Wezmy punkty wspotliniowe
a, b, ¢ odpowiednio na pélprostych A, B, C, przy czym kat Zoac jest
prosty. Niech d bedzie rzutem prostopadlym punktu ¢ na prosta L(B).
Woéwezas zachodzi B(obd) oraz Aoab ~ Acdb. Mamy

sin 3 cos a 4 sin « cos f = sin Zcod cos Zaob + sin Zaob cos Zcod =

_ led| Joal | |abl lod| _ |ed]|-|oa| + |ab] - (|ob] + |bd]) _

~oc| |ob| "~ |ob| |oc| lob| - |oc|

B M labl - |bd| + |oal - |cd| @ lab|? - |be| + |oal? - |be| B
~ Joc| lob] - |oc] ~ Joc| |ob|? - |oc| -

_ |ab| + |be]

= sin Zaoc = sin(a + ).
|oc]

4Przy zaltozeniu, ze wszystkie argumenty s w przedziale (0, 180°).
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(b) o+ 8 =90° (tzn. kat AC jest prosty). Wéwczas
sin B cos o + sin v cos f = sin(90° — «) cos v + sin acos(90° — ) =
= cos’ a +sin?a = 1 = sin 90° = sin(a + ).

(¢) a+ 5 >90° (tzn. kat AC jest rozwarty), przy czym katy AB i BC sa
ostre. Wezmy punkty wspéiliniowe ¢, d, e odpowiednio na péiprostych
C, A*, B*, przy czym katy Zodc oraz Zode sa proste. Niech ponadto
b bedzie rzutem prostopadtym punktu c na prosta B. Na mocy cechy
podobienstwa k-k zachodzi Aceb ~ Aoed. Mamy

sin v cos 8 + cos asin 5 = sin Zbce cos Lboc + cos Lbce sin Zboc =

B M M @ @ _ |be] - |ob| + |be|? _ |be] - |ob| + |ce|? — |be|? B
o lce| |oc| ~ |ce| |oc] - |ce| - oc] a ce| - |oc] -

_ |eel - (led| + |de]) — |be] - ([be| — |ob]) _
|cel - Joc|

ce| - |ed| + |ce| - |de| — |be| - Joe|

B |cel - oc| B
_ee| - |ed] cd]

_ = ! = sin Zcod = sin(a + f3).
|ce| - oc|  |oc|

(d) a=90°lub 5 =90°. Jedli @ = 90°, to

sin wcos 8 + cos acsin f = cos B = sin(90° + ) = sin(a + ).
Jedli f = 90°, dowdd jest analogiczny.

(e) a>90°1lub g > 90°. Zalézmy dla ustalenia uwagi, ze o > 90°. Wezmy
punkty wspotliniowe b, ¢, d odpowiednio na poélprostych B, C, A*,
przy czym kat Zodb jest prosty. Niech e bedzie rzutem prostopadlym
punktu ¢ na prosta L(B). Wéwczas zachodzi B(oeb) oraz na mocy
cechy podobienstwa k-k takze Abce ~ Abod. Mamy

sin «cos B + cos asin 5 = sin Zbce cos Zcoe — cos Zbce sin Zcoe =

~ |bel ‘ loe| B |ce| . lce|  |be] - |oe| — |ce|? B
lbc| |oc|  |be| oc] lbe| - |oc]
B |be| - |oe| — |bc|2 + |be|2 B |be| - |bo| — |bc|2 B |be| - |bd| — |bc|2 B
|be| - |oc] lbe| - |oc] |be| - |oc]
_bel - fed| ed|

= = — = sin Zcod = si .
bl Joc| — Joc] sin Zcod = sin(a + )
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Twierdzenie 5.19. Dane sq liczby o, B € (0,180°) takie, ze o+ [ < 180°.
Wéwczas

cos(a + ) = cos accos B — sin asin 3.
Dowdd. Ustalmy liczby «, S takie jak w zalozeniach. Rozwazmy przypadki:

(a) a+p < 90°. Wowezas na podstawie wzoréw redukcyjnych i twierdzenia
5.18 mamy
cos(a+ B) =sin(90° + a + B) =

= sin(90° + «) cos f + cos(90° + «) sin f = cos accos B — sin asin .
(b) a+ 8 =90°. Woéwczas

cosacos S —sinasin f = cosasina — sinacosa = 0 = cos(a + f3).

(¢) a+p >90°. Jedna z liczb «, 8 jest mniejsza niz 90°. Dla ustalenia uwa-
gi zatézmy, ze B < 90°. Wowcezas na podstawie wzoréw redukcyjnych

i twierdzenia 5.18 mamy
cos(a + ) = —sin(a+ f —90°) = —sin(270° —a — ) =
= —sin(180° — ) cos(90° — B) — cos(180° — ) sin(90° — ) =
= cosacos 8 — sin asin 3.
O

Twierdzenie 5.20 (Cosinuséw). W trdgjkgcie Aabe oznaczono diugosci bo-
kow przez A = |bc|, B = |ac|, C' = |ab|, oraz kqty przez « = ZLbac, f = ZLabc,

v = Zacb. Wowczas zachodzi rownosé
C? = A% + B% — 24B cos~.

Dowdd. Ustalmy punkty niewspoétliniowe a, b, ¢ i przyjmijmy oznaczenia

takie jak w zalozeniach. Rozwazmy przypadki:
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(a) Kat 7 jest ostry. Przynajmniej jeden z katéw «, [ jest ostry. Dla
ustalenia uwagi zalézmy, ze a jest ostry. Wowczas spodek p wysokosci
opuszczonej z wierzchotka b lezy na odcinku a@c¢ oraz |cp| = Acosry.

7 twierdzenia Pitagorasa w trojkatach Aabp oraz Acbp dostajemy
C? = |bpl* + |ap|* = A* — [ep[® + (B — |ep])* =
= A% — A% cos? v+ B? —2ABcosy+ A% cos’ v = A2+ B2 —2AB cos .

(b) Kat v jest prosty. Wowczas teza wynika od razu z twierdzenia Pitago-

rasa.

(c¢) Kat v jest rozwarty. Wéwcezas spodek p wysoko$ci opuszczonej z wierz-
chotka b lezy na poltprostej cd” oraz |cp| = —Acos~y. Z twierdzenia

Pitagorasa w tréjkatach Aabp oraz Acbp dostajemy
C? = |bpl? + |ap|* = A* — [ep[* + (B + |ep])* =
= A% — A% cos®’ y+ B? —2ABcosy+ A% cos® vy = A+ B? —2AB cos .
O
Zadania. Udowodnij.

1. Jedli 0 < B < a < 180°, to sin(aw — ) = sinacos f — sin J cos a oraz

cos(a — ) = cos acos 3 + sin acsin 3.

2. Funkcja sin jest rosnaca na przedziale (0,90°] oraz malejaca na prze-
dziale [90°,0). Funkcja cos jest malejaca na przedziale (0, 180°).
5.4 Katy srodkowe i wpisane

Twierdzenie 5.21. Dane sq¢ rézne punkty a, b, ¢ lezgce na okregu o Srodku

w punkcie o. Wowczas zachodzq nastepujgce wiasnosci.

—
(i) Jesli punkty o i c lezg po tej samej stronie prostej ab, to |Zacb| =
3+ |[Zaob|.

(ii) Jesli punkt o lezy na prostej %, to |Zach| = 90°.
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(7ii) Jesli punkty o i ¢ lezqg po réinych stronach prostej %, to |Zacb| =
180° — 3 - [Zaob|.

Dowdéd. Ustalmy punkty o, a, b, c takie jak w zalozeniach i rozwazmy przy-

padki:

—
(i) Punkty o i ¢ leza po tej samej stronie prostej ab. Rozwazmy kolejne

przypadki:

(a) Punkt o lezy we wnetrzu kata Zach. Wowczas punkt o lezy we-

wnatrz trojkata Aacb. Mamy
| Zaob| = 360° — |Zaoc| — | £Lboc| =
= 360° — (180° — 2 - | Zoca|) — (180° — 2 - | Locb|) = 2 - | Zacb|.
(b) Punkt o lezy na prostej l. Woéwezas
|Zoab| = 180° — | Zboc| = 180° — (180° — 2 - | Lbco|) = 2 - | Zach|.

(¢) Punkt o lezy na prostej % Przypadek symetryczny do przypad-
ku (b).

(d) Punkty o oraz b lezy po réznych stronach prostej @é. Wowczas
Oabco jest czworokatem wypuklym. Mamy

|Zaob| = |Zaoc|—|ZLboc| = (180° —2-|Zoca|) — (180° —2-|Loch|) =
=2 (|Zoch| — |Zoca|) =2 - | Zach|.

(e) Punkty o oraz a leza po réznych stronach prostej % Przypadek
symetryczny do przypadku (d).

—
(ii) Punkt o lezy na prostej ab. Wowczas

1 1
|Zacb| = |Zaco| + | £Lbco| = (90° — 3 |Zaoc|) + (90° — 3 |Zboc|) =
1
= 180° — 5 (|Zaoc| + |Zboc|) = 90°.

—
(iii) Punkty o i ¢ leza po réznych stronach prostej ab. Wéwcezas Clacbo jest
czworokatem wypuklym. Mamy

| Zaob| = | Zaoc| + | £Lboc| = (180° — 2 - |Zaco|) + (180° — 2 - | Lbco|) =

=2 (180° — |Zach|).
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Jako wniosek z twierdzenia 5.21 otrzymujemy wtasnosci, ze katy wpisane
oparte na tym samym tuku sa przystajace oraz suma miar przeciwleglych
katéw czworokata wpisanego w okrag wynosi 180°. Oba te warunki sa takze
wystarczajace, aby cztery punkty lezaly na jednym okregu — wynika to

z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 5.22. Dane sq rézne punkty a i b leZgce na okregu O o Srodku
w punkcie o. Ponadto dany jest punkt c, ktory nie lezy na prostej (17, oraz

kgt o wybrany wedlug nastepujgocej requly:
_ . T4 L
(A) Jesli punkt o lezy na prostej ab, to przyjmujemy o = 90°.
_ . . . . . LS 1
(B) Jesli punkty o i c lezg po tej samej stronie prostej ab, to o = 5|Zaob|.

(C) Jesli punkty o i ¢ lezq po réznych stronach prostej %, to o = 180° —
- |Zaob|.

Wowczas jesli punkt ¢ lezy wewngtrz okregu O, to |Zach| > «, natomiast

jesli punkt c lezy na zewngtrz okregu O, to |Zach| < .

Dowdéd. Ustalmy punkty o, a, b, c oraz kat « takie jak w zalozeniach. Roz-

wazmy przypadki:

(a) Punkt ¢ lezy wewnatrz okregu O. Woéwczas istnieje punkt d lezacy na
okregu O taki, ze B(bed). Z twierdzenia 5.21 dostajemy |Zadb| = .

7 twierdzenia o kacie zewnetrznym w tréjkacie Aacd jest zatem

|Zach| > |Zadb| = a.

(b) Punkt ¢ lezy na zewnatrz okregu O. Wéwcezas znajdujemy punkt p
na odcinku ab. Odcinek pé przecina okrag O w pewnym punkcie g,
ktory lezy wewnatrz tréjkata Aabe. Z twierdzenia 5.21 jest a = | Zagb|,

natomiast z twierdzenia o kacie zewnetrznym mamy

a = |Zagb| = |Zagp| + | Lbgp| > |Zacq| + | £Lbcq| = Zach.
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Twierdzenie 5.23 (Sinuséw). W trdjkqcie Aabe oznaczono kqty a = Zbac,

B = Zabe, v = Lach. Wowczas zachodzg réwnosci

lbc|  lac|  |ab]

2R,

sina  sinf  sinvy

gdzie R jest promieniem okregu opisanego na tréjkgcie Nabc.

Dowdéd. Ustalmy punkty niewspoélliniowe a, b, ¢ i przyjmijmy oznaczenia

takie jak w zalozeniach. Ze wzgledu na symetrie wystarczy wykazaé, ze

|ab|
siny

= 2R. Oznaczmy przez o srodek okregu O opisanego na tréjkacie Aabe.

Rozwazmy przypadki:

(a)

Kat v jest ostry. Wowczas punkty o i ¢ leza po tej samej stronie prostej
<

ab. Istnieje punkt d lezacy na okregu O taki, ze B(aod). Na podsta-
wie twierdzenia 5.21 jest Zachb = Zadb, za$ Zabd jest katem prostym.

Zatem
lab| _ |ab]

sin~y = sin Zacb = sin Zadb = ad ~ 2R’

Kat ~ jest prosty. Wowczas odcinek ab jest $rednica okregu O oraz
|ad|

sin ~y 5R
Kat v jest rozwarty. Wowczas punkty o i ¢ leza po réznych stronach
prostej %. Istnieje punkt d lezacy na okregu O taki, ze B(aod). Na
podstawie twierdzenia 5.21 jest |Zacb| + |Zadb| = 180°, za$ Zabd jest
katem prostym. Zatem
lab|  |ab]

siny = sin(180° — ~) = sin Zadb = ad| ~ 2R’

Zadania. Udowodnij.

1.

Dane sa punkty a, b, ¢, d takie, ze c i d lezg po tej samej stronie prostej

<
ab. Jedli |Zach| = | Zadb|, to punkty a, b, ¢, d leza na jednym okregu.

Dane sg punkty a, b, ¢, d takie, ze ci d lezg po ré6znych stronach prostej
—

ab. Jedli |Zacb| 4+ |Zadb| = 180°, to punkty a, b, ¢, d leza na jednym
okregu.
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3. Na tréjkacie Aabc opisano okrag o érodku w punkcie 0. Wéwczas kat
Zach jest ostry wtedy i tylko wtedy, gdy punkty o i c leza po tej samej

stronie prostej ab.

106



